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SUR L'EXISTENCE DES CORPS BIQUADRATIQUES K DONT
LE GROUPE DE GALOIS DU DEUXI �EME 2-CORPS DE

CLASSES DE HILBERT PAR RAPPORT �A K EST
SEMI-DI �EDRAL

ABDELMALEK AZIZI ET ALI MOUHIB

Abstract. Let K be a biquadratic �eld, K (1)
2 be the Hilbert 2-class �eld of

K and K (2)
2 be the Hilbert 2-class �eld of K (1)

2 . Our goal is to prove that

there exists a biquadratic �eld K such that Gal ( K (1)
2 =K ) ' Z=2Z � Z=2Z

and the group Gal ( K (2)
2 =K ) is semi-dihedral.

R�esum�e. Soient K un corps biquadratique, K (1)
2 le 2-corps de classes de

Hilbert de K et K (2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K (1)

2 . Notre but est
de prouver qu'il existe des corps biquadratiques r�eels K tels que le groupe
Gal ( K (1)

2 =K ) est de type (2 ; 2) et le groupe Gal ( K (2)
2 =K ) est semi-di�edral.

1. Introduction

Soient G un 2-groupe, G0 le groupe des commutateurs deG, K un corps de
nombres, K ( � ) le corps de genres deK , K (1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert
de K et K (2)

2 le 2-corps de classes de Hilbert deK (1)
2 . On suppose queG=G0

est de type (2; 2); alors d'apr�es [Ki-76], le groupe G a l'une des quatres formes
suivantes: ab�elien, quaternionique, di�edral ou semi-di�edral. A. Derhem, dans [De-
92] et E. Benjamin, C. Snyder dans [Be-Sn-95] ont donn�e des exemples de corps
quadratiques r�eels K dont le 2-groupe de classes est de type (2; 2) et le groupe
Gal (K (2)

2 =K ) est ab�elien, quaternionique, di�edral ou semi-di�edral . Le probl�eme
qu'on veut aborder dans cet article est le suivant : Pour une forme donn�ee du
groupe G, existe-t-il un corps biquadratique K (particuli�erement r�eel) dont le 2-
groupe de classes est de type (2; 2) et le deuxi�eme goupe Gal (K (2)

2 =K ) v�eri�e la
forme donn�ee du groupeG? Soit K un corps biquadratique. On suppose que le
2-groupe de classes deK est de type (2; 2), c'est-�a-dire le groupe Gal (K (1)

2 =K )
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est de type (2; 2). On a que K ( � ) est di��erent de K ; car sinon Gal (K (1)
2 =K )

serait cyclique, donc [K ( � ) : K ] = 2 ou K ( � ) = K (1)
2 . Dans [Az-Mo-2], nous avons

d�emontr�e que dans le cas o�u [K ( � ) : K ] = 2, le groupe Gal (K (2)
2 =K ) ne peut jamais

être semi-di�edral. D'autre part, dans [Az-Mo-3], nous avons donn�e des exemples
de corps biquadratiques r�eelsK dont le 2-groupe de classes est de type (2; 2) et
le groupe Gal (K (2)

2 =K ) est ab�elien, quaternionique ou di�edral. Ainsi, ce qui reste
de notre probl�eme est :
(� ) \Existe t-il un corps biquadratique r�eel K tel que son 2-groupe de classes est
de type (2; 2), K ( � ) = K (1)

2 et le groupe Gal (K (2)
2 =K ) est semi-di�edral?"

Pour aborder ce probl�eme, nous allons rappeler quelques r�esultats concernant le
probl�eme de la capitulation dans un corps de nombres dont le2-groupe de classes
est de type (2; 2).

2. Cas o �u le 2-groupe de classes est de type (2; 2)

Proposition 1. Soient K un corps de nombres dont le2-groupe de classes est de
type (2; 2), K 1, K 2 et K 3 les trois extensions quadratiques non rami��ees deK .
Alors on a l'une des propri�et�es suivantes :

(1) Les 2-groupes de classes des corpsK 1, K 2 et K 3 sont cycliques.
(2) Le 2-groupe de classes deK 1 est cyclique et les2-groupes de classes deK 2

et de K 3 sont de type(2; 2).

Preuve. Voir [Ki-76]. �

On garde les hypoth�eses de la proposition pr�ec�edente. Pour i 2 f 1; 2; 3g, on dit
que K i est de type (A) s'il existe une 2-classe non triviale deK qui capitule dans
K i et cette classe est norme d'une classe deK i . Sinon, on dit que K i est de type
(B ). On garde les notations de la proposition pr�ec�edente

Proposition 2. Soient K (1)
2 le 2-corps de classes de Hilbert deK et K (2)

2 le 2-
corps de classes de Hilbert deK (1)

2 . On suppose que le2-groupe de classes deK
est de type(2; 2). Alors on a :

(1) Si les 2-groupes de classes des corpsK 1, K 2 et K 3 sont cycliques, alors le
groupe Gal (K (2)

2 =K ) est ab�elien ou quaternionique d'ordre8.
(2) Si le 2-groupe de classes deK 1 est cyclique et les2-groupes de classes

de K 2 et de K 3 sont de type(2; 2), alors une seule2-classe non triviale
de K capitule dans K 2 (resp. K 3) et le groupe Gal (K (2)

2 =K ) est di�edral,
quaternionique ou semi-di�edral. Plus pr�ecis�ement, on a :
(i) Gal ( K (2)

2 =K ) est di�edral si et seulement si toutes les2-classes deK
capitulent dans K 1.

(ii) Gal ( K (2)
2 =K ) est quaternionique si et seulement si une seule2-classe

non triviale de K capitule dansK 1 et K 1 est de type(A)
(iii) Gal ( K (2)

2 =K ) est semi-di�edral si et seulement si une seule2-classe
non triviale de K capitule dansK 1 et K 1 est de type(B ).

Preuve. Voir [Ki-76]. �
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3. Capitulation des 2-classes d'id �eaux dans un cas sp �ecial

Dans toute la suite,K d�esigne un corps biquadratique,QK est l'indice des unit�es
de K , h(m) la 2-partie du nombre de classes deQ(

p
m) et "m l'unit�e fondamentale

de Q(
p

m). Pour un corps quelconqueF , OF d�esigne l'anneau des entiers deF
et h(F ) la 2-partie du nombre de classes deF . On suppose dans tout ce qui
suit que p; p0 et q sont des premiers di��erents tels que p � p0 � � q � 1(mod 4),
( 2

p ) = ( 2
p0 ) = ( q

p0 ) = ( 2
q ) = � 1; ( p

p0 ) = ( q
p ) = 1 et NQ(

p
pp0)=Q ("pp0) = � 1. Pour

satisfaire les conditions du probl�eme (� ) pr�ecit�e, on choisit K = Q(
p

2p0;
p

pq).
Dans la suite, pour �etudier le probl�eme de capitulation des 2-classes d'id�eaux

de K , on va suivre les �etapes suivantes :
(1) On d�emontre que la tour des 2-corps de classes de Hilbertde K ne s'arrête

pas enK (1)
2 .

(2) On d�etermine les structures des 2-groupes de classes des trois sous-extensions
propres deK (1)

2 =K .
(3) On d�etermine le nombre des 2-classes deK qui capitulent dans la sous-

extension propre deK (1)
2 =K dont le 2-groupe de classes est cyclique.

(4) On d�etermine les classes engendrant le 2-groupe de classes deK .
(5) On d�etermine les 2-classes deK qui capitulent dans la sous-extension

propre de K (1)
2 =K dont le 2-groupe de classes est cyclique et on en d�eduit

la stucture du groupe Gal (K (2)
2 =K ).

On commence par montrer que le 2-groupe de classes deK = Q(
p

2p0;
p

pq) est
de type (2; 2).

Proposition 3. Soient p, p0 et q des premiers di��erents tels que p � p0 � � q �
1(mod 4). On suppose que

�
2
p

�
=

�
2
p0

�
=

� q
p0

�
=

�
2
q

�
= � 1,

� p
p0

�
=

� q
p

�
= 1 et

NQ(
p

pp0)=Q ("pp0) = � 1. Alors le 2-groupe de classes deK = Q(
p

2p0;
p

pq) est de

type (2; 2) et K (1)
2 = K ( � ) = Q(

p
2;

p
p0;

p
q;

p
p).

Preuve. D'apr�es [Ka-73] et [Ka-76], on a h(2p0) � 2(mod 4) et h(qp) � 2(mod 4),
et d'apr�es [Be-Sn-95], on ah(2pp0q) � 4 (mod 8). Montrons que l'indice des unit�es
QK de K est �egal �a 1. On a ( 2

p0 ) = � 1; alors d'apr�es [Ka-73], NQ (
p

2p0)=Q ("2p0) =
� 1. Il s'ensuit que "2p0 n'est pas un carr�e dansK .

Soit "pq = x + y
p

pq l'unit�e fondamentale de Q(
p

pq) o�u x et y sont deux
entiers non nuls. CommeNQ (

p
pq)=Q ("pq) = 1, alors x2 � pqy2 = 1, et par suite

(x � 1)(x + 1) = pqy2. Or ( q
p ) = � ( 2

p ) = 1; donc il existe deux entiers y1 et y2 tels
que (

x � 1 = 2qy2
1 o�u 2 y1y2 = y ;

x + 1 = 2 py2
2 :

Si on poseZ = y1
p

2q + y2
p

2p, alors Z 2 = 2 "pq et par suite

(1)
p

"pq = y1
p

q + y2
p

p :

Soit "2pp0q = z + t
p

2pp0q l'unit�e fondamentale de Q(
p

2pp0q) o�u z et t sont deux
entiers non nuls. CommeNQ (

p
2p0pq)=Q ("2p0pq) = 1, alors on a (z � 1)(z + 1) =
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2pp0qt2 et comme (p
0

p ) = ( q
p ) = � ( q

p0 ) = � ( 2
p ) = � ( 2

p0 ) = 1, alors il existe deux
entiers t1 et t2 tels que:

(
z � 1 = 2p0t2

1 o�u t1t2 = t ;

z + 1 = pqt22 :

Si on poseW = t1
p

2p0+ t2
p

pq, alors W 2 = 2 "2pp0q et par suite

(2)
p

"2pp0q = t1

p
p0+

t2

2

p
2pq :

De (1) et (2), on tire que les unit�es "qp, "2pp0q et "qp"2pp0q ne sont pas des carr�es
dans K . Par suite, l'indice des unit�es de K est �egal �a 1. D'autre part, d'apr�es
[Wa-66], on a h(K ) = QK

4 h(2p0)h(pq)h(2pp0q); par suite h(K ) � 4 (mod 8). Or
l'extension Q(

p
2;

p
p0;

p
q;

p
p)=K est ab�elienne non rami��ee de type (2 ; 2). Donc

le 2-groupe de classes deK est de type (2; 2) et le 2-corps de classes de Hilbert
de K est K (1)

2 = Q(
p

2;
p

p0;
p

q;
p

p), qui n'est rien autre que le corps de genres
de K . �

Dans ce qui suit, nous d�emontrons que la tour des 2-corps de classes de Hilbert
de K ne s'arrête pas enK (1)

2 , c'est-�a-dire le groupe Gal (K (2)
2 =K ) n'est pas ab�elien.

3.1. Tour des 2-corps de classes de Hilbert de K . On sait d'apr�es la th�eorie
des groupes (voir [Ta-37]) que la tour des 2-corps de classesde Hilbert de K ne
d�epasse pasK (2)

2 . Pour d�emontrer que K (1)
2 6= K (2)

2 , on aura besoin d'un r�esultat
de la th�eorie des corps de classes.

Proposition 4. Soient F=S une extension �nie de corps de nombres etS(1) le
corps de classes de Hilbert deS. On suppose queF \ S(1) = S. Alors le nombre
de classes deS divise celui deF .

Preuve. Voir [Ja-73], page 194. �

Corollaire 1. Soit F=S une extension �nie de corps de nombres. On suppose
qu'il existe un premier deS qui se rami�e totalement dans F . Alors le nombre de
classes deS divise celui deF .

Preuve. Soit S(1) le corps de classes de Hilbert deS. On a F \ S(1) = S, car
sinon F \ S(1) contient strictement S et comme il existe un premier deS qui se
rami�e totalement dans F , alors il se rami�e totalement dans F \ S(1) . Ce qui est
contraire au fait que F \ S(1) =S est non rami��ee. �

Proposition 5. Soient p, p0 et q des premiers di��erents tels que p � p0 � � q �
1(mod 4), K = Q(

p
2p0;

p
pq), K (1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert deK et K (2)
2 le

2-corps de classes de Hilbert deK (1)
2 . On suppose que

�
2
p

�
=

�
2
p0

�
=

� q
p0

�
=

�
2
q

�
=

� 1,
� p

p0

�
=

� q
p

�
= 1 et NQ(

p
pp0)=Q ("pp0) = � 1. Alors le groupeGal (K (2)

2 =K ) n'est
jamais ab�elien.

Preuve. Soit K 1 = Q(
p

2p0;
p

pp0;
p

pq). On a que K 1=K est une sous-extension

ab�elienne non rami��ee de K (1)
2 =K . D'autre part, on a que 2 se rami�e totalement
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dans Q(
p

2p0;
p

pq) et ne se rami�e pas dansQ(
p

pp0). Il s'ensuit qu'il existe un
premier deQ(

p
pp0) qui se rami�e totalement dans K 1. Ainsi, d'apr�es le corollaire

1, h(pp0) divise le nombre de classes deK 1. Comme ( p
p0 ) = 1 et NQ (

p
pp0) ("pp0) =

� 1, alors d'apr�es [Ku�c-95], on a que 4 divise h(pp0). Par cons�equent, 4 divise le
nombre de classes deK 1 et donc K (1)

2 6= K (2)
2 . �

3.2. Cas des sous-extensions propres de K (1)
2 =K . Dans ce paragraphe, nous

d�eterminons les structures des 2-groupes de classes des trois extensions interm�ediai-
res de K (1)

2 =K . Ces trois extensions sontK 1 = Q(
p

2p0;
p

pq;
p

pp0), K 2 =
Q(

p
2p0;

p
q;

p
p) et K 3 = Q(

p
2;

p
p0;

p
pq).

Lemme 1. On suppose que
� q

p

�
= �

�
2
p0

�
= 1 . Alors le nombre de classes de

Q(
p

2;
p

p0)
�
resp. Q(

p
q;

p
p)

�
est impair et

�
"2; "p0;

p
"2"p0"2p0

	 �
resp. f "q; "p;

p
"pqg

�
est un syst�eme fondamental d'unit�es deQ(

p
2;

p
p0)

�
resp. Q(

p
q;

p
p)

�
.

Preuve. Comme ( 2
p0 ) = � 1, alors d'apr�es [Ku�c-95], h(2p0) � 2(mod 4) et le nom-

bre de classes deL = Q(
p

2;
p

p0) est impair. On a h(2) = h(p) = 1. Alors
d'apr�es [Wa-66], on a h(L ) = QL

2 o�u QL est l'indice des unit�es de L . Puisque
h(L ) est impair, alors QL = 2. Comme "2 et "p0 ne sont pas des carr�es dansL
(car NQ (

p
2)=Q ("2) = NQ (

p
p0)=Q ("p0) = � 1) et QL = 2, alors, d'apr�es [Kub-56],

"2"p0"2p0 est un carr�e dans L et donc f "2; "p0;
p

"2"p0"2p0g est un syst�eme fonda-
mental d'unit�es de L .

D'autre part, comme
� q

p

�
= �

�
2
p0

�
= 1, alors d'apr�es [Az-Mo-1], le nombre

de classes deM = Q(
p

q;
p

p) est impair. On v�eri�e facilement qu'il existe deux
nombres rationnelsa et b tels que

p
"q = a

p
2 + b

p
2q et par suite "q n'est pas un

carr�e dans M . Comme (q
p ) = � ( 2

p0 ) = 1, alors il existe deux nombres rationelsc et
d tels quep "pq = c

p
p+ d

p
q; par suite p "pq 2 M . Or on sait que "p n'est pas un

carr�e dans M ; donc f "q; "p;
p

"pqg est un syst�eme fondamental d'unit�es de M . �

Dans ce qui suit, on aura besoin de certains r�esultats sur lesymbole du reste
normique; pour plus de d�etails sur ce symbole, voir par exemple [Ha-30].

Th�eor�eme 1. On garde les notations pr�ec�edentes. Alors le 2-groupe de classes
de K 2 = Q(

p
2p0;

p
q;

p
p) ( resp. K 3 = Q(

p
2;

p
p0;

p
qp)) n'est pas cyclique.

Preuve. (1) Montrons que le 2-groupe de classes deK 2 n'est pas cyclique. On a
K 2 = M (

p
2p0) o�u M = Q(

p
q;

p
p). D'apr�es le lemme 1, le nombre de classes de

M est impair et f "q; "p;
p

"pqg est un syst�eme fondamental d'unit�es de M . D'apr�es
[Gr-73], le rang du 2-groupe de classesC2;K 2 de K 2 est donn�e par la formule

rang(C2;K 2 ) = r � 1 � e ;

o�u r est le nombre des premiers deM rami��es dans K 2 et e l'entier naturel d�e�ni
par 2e = [ EM : EM \N K 2 =M (K �

2 )], EM �etant le groupe des unit�es de M et NK 2 =M

�etant la norme relative �a l'extension K 2=M . On v�eri�e facilement que r = 3 et
par suite rang(C2;K 2 ) = 2 � e. Dans la suite nous d�emontrons quee = 0. Ce qui
revient �a montrer que � 1; "p; "q et

p
"pq sont des normes dans l'extensionK 2=M .



258 A. AZIZI, A. MOUHIB

Comme
� p

p0

�
= 1, alors on a p0OQ (

p
p) = P0

1P0
2 o�u P0

1 et P0
2 sont deux id�eaux

premiers di��erents de Q(
p

p). Comme ( q
p0 ) = � 1, alors pour i 2 f 1; 2g, on a

P0
i OM = Pi o�u P1 et P2 sont deux id�eaux premiers di��erents de M . Comme

�
2
p

�
=

� 1, alors on a 2OQ (
p

p) = Q
02 o�u Q0 est un id�eal premier de Q(

p
p) et Q0OM = Q2

o�u Q est un id�eal premier de M . Ainsi les id�eaux premiers de M qui se rami�ent
dansK 2 sont P1, P2 et Q. Or une unit�e u de M est norme dans l'extensionK 2=M
si et seulement si la valeur du symbole du reste normique (u; 2p0

P ) = 1 pour tout
premier P de M rami��e dans K 2. Montrons que � 1 est norme dans l'extension

K 2=M . Pour i 2 f 1; 2g, on a
� � 1; 2p0

P i

�
=

�
N M= Q (

p
p ) ( � 1) ; 2p0

P 0
i

�
, par suite on a

� � 1; 2p0

P i

�
=

� 1; 2p0

P 0
i

�
= 1. On a

� � 1; 2p0

Q

�
=

�
N M= Q (

p
p ) ( � 1) ; 2p0

Q 0

�
=

� � 1; 2p0

Q 0

�
= 1;

donc � 1 est norme dans l'extensionK 2=M . Montrons que "p est norme dans
K 2=M . On a

� "p; 2p0

Pi

�
=

� NM= Q (
p

p) ("p); 2p0

P0
i

�
=

� "2
p; 2p0

P0
i

�
= 1

et on a

� "p; 2p0

Q

�
=

� NM= Q (
p

p) ("p); 2p0

Q0

�
=

� "2
p; 2p0

Q0

�
= 1 :

Donc "p est norme dans l'extensionK 2=M . Il reste �a montrer que
p

"pq est norme
dans K 2=M . On a

� p
"pq; 2p0

Pi

�
=

� NM= Q (
p

p) (
p

"pq); 2p0

P0
i

�
=

� � 1; 2p0

P0
i

�
= 1 :

De plus
� p

" pq ; 2p0

Q

�
=

� � 1; 2p0

Q 0

�
= 1. Ainsi toutes les unit�es de M sont normes dans

l'extension K 2=M et par suite e = 0 et donc C2;K 2 n'est pas cyclique.
(2) Montrons que le 2-groupe de classes deK 3 n'est pas cyclique. On aK 3 =

L(
p

pq) o�u L = Q(
p

2;
p

p0). D'apr�es le Lemme 1, le nombre de classes deL est
impair et f "2; "p0;

p
"2"p0"2p0g est un syst�eme fondamental d'unit�es de L . On note

par C2;K 3 , le 2-groupe de classes deK 3; alors rang(C2;K 3 ) = r � 1 � e o�u r et
e sont les entiers naturels d�e�nis pr�ec�edemment (ici dans l'extension K 3=L). On
v�eri�e facilement qu'il existe deux premiers de L au-dessus dep qui se rami�ent
dans K 3, deux premiers de L au-dessus deq qui se rami�ent dans K 3 et un
premier de L au-dessus de 2 qui se rami�e dansK 3; donc r = 5 et par suite
rang(C2;K 3 ) = 4 � e. L'entier naturel e est compris entre 0 et 4 et la d�etermination
de l'entier e revient �a chercher si les unit�es � " i 1

2 " i 2
p0

p
"2"p0"2p0

i 3 o�u i 1, i 2, i 3 2 f 1; 2g
sont des normes ou non dans l'extensionK 3=L. Comme dans (1), on d�emontre que
� 1 est norme dans l'extensionK 3=L et par suite e < 4. De plus, soit P un id�eal
premier de L qui se rami�e dans K 3. Si P est au-dessus dep, alors on trouve que� " 2 ; pq

P

�
=

� " p 0; pq
P

�
= 1; si P est au-dessus deq, alors on a

� " 2 ; pq
P

�
=

� " p 0; pq
P

�
= � 1

et si P est au-dessus de 2, alors on a
� " 2 ; pq

P

�
=

� " p 0; pq
P

�
= 1. On tire ainsi que

pour tout premier P de L qui se rami�e dans K 3, on a
� " 2 " p 0; pq

P

�
= 1. Par suite
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"2"p0 est norme dans l'extensionK 3=L et donc, e < 3 et le 2-groupe de classes de
K 3 n'est pas cyclique. �

Corollaire 2. On garde les notations du th�eor�eme pr�ec�edent. Alors on a :
(1) Le 2-groupe de classes deK 2 = Q(

p
2p0;

p
q;

p
p)

�
resp. K 3 = Q(

p
2;

p
p0;

p
qp)

�
est de type(2; 2) et le 2-groupe de classes deK 1 = Q(

p
2p0;

p
pp0;

p
qp)

est cyclique.
(2) Une seule2-classe non triviale deK capitule dansK 2 (resp. K 3).

Preuve. (1) On a que K a un 2-groupe de classes de type (2; 2) et que K 1, K 2

et K 3 sont les trois sous-extensions propres deK (1)
2 =K . D'apr�es le th�eor�eme 1,

les 2-groupes de classes deK 2 et K 3 ne sont pas cycliques, par suite, d'apr�es la
proposition 1, on a le r�esultat.
(2) Le r�esultat d�ecoule de la Proposition 2. �

3.3. Nombre des classes de K qui capitulent dans K 1. On garde les mêmes
notations du paragraphe pr�ec�edent. On veut d�eterminer l e nombre de classes
de K qui capitulent dans K 1. D'apr�es [H-S-82], le nombre de classes deK qui
capitulent dans K 1 est �egal �a [ K 1 : K ][EK : NK 1 =K (EK 1 )] o�u EK (resp. EK 1 ) est
le groupe des unit�es deK (resp. K 1). On sait que f "2p0; "qp; "2qpp0g est un syst�eme
fondamental d'unit�es de K ; alors il faut chercher quand ces unit�es sont normes
d'unit�es de K 1.

Th�eor�eme 2. Soient K = Q(
p

2p0;
p

qp) o�u p; p0 et q sont des premiers di��erents
tels que

� p
p0

�
=

� q
p

�
= �

�
2
p

�
= �

�
2
p0

�
= �

� q
p0

�
= �

�
2
q

�
= 1 . On suppose que

NQ (
p

pp0)=Q ("pp0) = � 1. Alors le nombre des classes deK qui capitulent dans K 1

est �egal �a 2.

Preuve. On a que � 1 est norme d'une unit�e de K 1, car NK 1 =K ("pp0) =
NQ (

p
pp0)=Q ("pp0) = � 1. On a que "qp est norme d'une unit�e de K 1. En e�et,

comme dans la preuve de la Proposition 3, il existe deux nombres rationnelsv1 et
v2 tels que

(1)
p

"qp = v1
p

q + v2
p

p :

D'autre part, on v�eri�e facilement qu'il existe deux nombr es rationnelsx1 et x2

tels que

(2)
p

"2q = x1

p
2 + x2

p
q :

De (1) et (2), on tire que
p

"2q"qp 2 K 1 et on a

NK 1 =K (
p

"2q"qp)2 = NK 1 =K ("2q)NK 1 =K ("pq) = "2
pq :

Ainsi, "pq est norme d'une unit�e de K 1. On a "2pp0q est norme d'une unit�e de K 1.
En e�et, on sait d'apr�es la preuve de la Proposition 3, qu'il existe deux nombres
rationnels t1 et t2 tels que

(3)
p

"2pp0q = t1

p
p0+ t2

p
2pq :

De (2) et (3), on a
p

"2q"2pp0q 2 K 1 et

NK 1 =K (
p

"2q"2pp0q)2 = NK 1 =K ("2q)NK 1 =K ("2pp0q) = "2
2pp0q :
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Ainsi "2pp0q est norme d'une unit�e de K 1. Il reste �a montrer que "2p0 est norme
d'une unit�e de K 1. Si "2p0"pp0"2p est un carr�e dans F = Q(

p
2p0;

p
2p), alors on

a NK 1 =K (p "2p0"2p"pp0)2 = "2
2p0 et par suite "2p0 est norme d'une unit�e de K 1. Si

"2p0"pp0"2p n'est pas un carr�e dans F = Q(
p

2p0;
p

2p), alors d'apr�es [Wa-66], on
a

p
2
p

"2p0"2p"pp0 2 F et par suite il existe quatre nombres rationnelsy1; y2; y3 et
y4 tels que

(4)
p

"2p0"2p"pp0 = y1

p
2 + y2

p
p0+ y3

p
p + y4

p
2pp0:

De (2) et (4), on tire
p

"2q
p

"2p0"2p"pp0 2 K 1 et par suite on a

NK 1 =K (
p

"2q
p

"2p0"2p"pp0)2 = "2
2p0

et donc "2p0 est norme d'une unit�e de K 1. Ainsi toutes les unit�es de K sont normes
d'unit�es dans K 1; par cons�equent [EK : NK 1 =K (EK 1 )] = 1 et le nombre des classes
de K qui capitulent dans K 1 est �egal �a 2. �

Corollaire 3. On garde les notations et hypoth�eses du Th�eor�eme2. Alors le
groupe Gal (K (2)

2 =K ) est quaternionique ou semi-di�edral.

Preuve. D'apr�es le Th�eor�eme 1, le 2-groupe de classes deK 1 est cyclique et
d'apr�es le Th�eor�eme 2, le nombre des classes deK qui capitulent dans K 1 est �egal
�a 2. Par suite, d'apr�es la Proposition 2, le groupe Gal (K (2)

2 =K ) est quaternionique
ou semi-di�edral, suivant que K 1 est de type (A) ou de type (B ). �

3.4. Classes engendrant le 2-groupe de classes de K . Soient K = Q(
p

2p0;
p

qp) o�u p, p0 et q sont des premiers di��erents tels que
� p

p0

�
=

� q
p

�
= �

�
2
p

�
=

�
�

2
p0

�
= �

� q
p0

�
= �

�
2
q

�
= 1. On supposeNQ (

p
pp0)=Q ("pp0) = � 1. Alors dans ce

paragraphe, on d�etermine les classes engendrant le 2-groupe de classes deK . On
a 2 se rami�e totalement dans K , donc 2OK = P4 o�u P est un id�eal premier de
K . Comme

�
2
q

�
=

� p0

q

�
= � 1, alors qOK = P2

1 P2
2 o�u P1 et P2 sont deux id�eaux

premiers di��erents de K .

Th�eor�eme 3. On garde les notations et hypoth�eses pr�ec�edentes et soitm la partie
impaire du nombre de classes deK . Alors le 2-groupe de classes deK est engendr�e
par les classes des id�eauxP et Pm

1 .

Preuve. Montrons que la classe de l'id�ealP est une 2-classe non triviale deK . On
a 2OK = P4; alors la classe deP est une 2-classe. Comme (2p0 ) = � 1, alorsP reste

inerte dans K 3 = Q(
p

2;
p

p0;
p

qp). Comme K 3=K est une extension ab�elienne
non rami��ee, alors d'apr�es la loi de r�eciprocit�e d'Arti n (not�ee dans ce qui suit par
LRA) appliqu�ee �a l'extension K 3=K , l'id�eal premier P n'est pas principal.

L'id�eal premier P1 n'est pas principal. En e�et, comme
� pp0

q

�
= � 1, alors l'id�eal

premier P1 reste inerte dansK 1 = Q(
p

2p0;
p

pp0;
p

qp). Or l'extension K 1=K est
une extension ab�elienne non rami��ee. Alors d'apr�es LRA a ppliqu�ee �a l'extension
K 1=K , l'id�eal P1 n'est pas principal. Si m d�esigne la partie impaire du nombre
de classes deK , alors la classe de l'id�eal Pm

1 est une 2-classe non triviale de
K . Il reste �a montrer que la classe de l'id�eal PP m

1 est une 2-classe non triviale.
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On a que l'extensionK 1=K est une extension ab�elienne et non rami��ee. Comme�
2
p

�
=

�
2
p0

�
= � 1, alors l'id�eal premier P se d�ecompose dansK 1. On sait que P1

reste inerte dansK 1. Alors d'apr�es LRA appliqu�ee �a l'extension K 1=K , on a que
PP1 n'est pas principal. Par cons�equent, le 2-groupe de classes deK est engendr�e
par les classes des id�eauxP et Pm

1 . �

3.5. Classes de K capitulent dans K 1. On sait d'apr�es le Corollaire 2 que le
2-groupe de classes deK 1 est cyclique. D'apr�es le Th�eor�eme 2, une seule 2-classe
non triviale de K capitule dans K 1. Dans ce paragraphe, on d�etermine la classe
non triviale de K qui capitule dans l'extensionK 1=K . On garde les notations du
paragraphe 3.4.

Th�eor�eme 4. Soient K = Q(
p

2p0;
p

qp) o�u p, p0 et q sont des premiers di��erents
tels que

� p
p0

�
=

� q
p

�
= �

�
2
p

�
= �

�
2
p0

�
= �

� q
p0

�
= �

�
2
q

�
= 1 et K 1 = Q(

p
2p0;

p
pq;

p
pp0). Alors on a :

(1) La classe de l'id�eal PP m
1 capitule dansK 1.

(2) Le groupeGal (K (2)
2 =K ) est semi-di�edral.

Preuve. (1) D'apr�es le Th�eor�eme 3, le 2-groupe de classes deK est engendr�e par
les classes des id�eaux premiersP et Pm

1 o�u m est la partie impaire du nombre de
classes deK , P est au-dessus de 2 etP1 est au-dessus deq. Montrons que PP m

1
capitule dans K 1.

Soit L = Q(
p

2q;
p

2p0). Comme 2 se rami�e totalement dansL , alors 2OL = H 4

o�u H est un id�eal premier de L . Comme
�

2
q

�
=

� p0

q

�
= � 1, alors qOL = H 2

1H 2
2 o�u

H 1 et H 2 sont deux id�eaux premiers di��erents de L . D'autre part, le 2-nombre
de classes deL est �egal �a 2 et L (1)

2 = Q(
p

2;
p

q;
p

p0) est le 2-corps de classes de
Hilbert de L . Pour le voir, on constate que

�
2
p0

�
= � 1 et que "2p0 est de norme

�egale �a � 1. De plus, on v�eri�e facilement que "2q n'est pas un carr�e dans L et
par suite, d'apr�es [Kub-56], l'indice QL des unit�es de L est �egal �a 1 ou �a 2. On a
h(2p0) � h(p0q) � 2(mod 4) et h(2q) = 1. Donc h(L ) = QL . Or Q(

p
2;

p
q;

p
p0)=L

est une extension non rami��ee. D'o�u QL = 2, h(L ) = 2 et L (1)
2 = Q(

p
2;

p
q;

p
p0)

est le 2-corps de classes de Hilbert deL .
On a que l'id�eal H reste inerte dansL (1)

2 . D'apr�es la th�eorie des corps de classes
de Hilbert (le noyau de l'application d'Artin de l'extensio n L (1)

2 =L est r�eduit au
groupe des id�eaux fractionnaires principaux), l'id�eal p remier H n'est pas principal
et donc la classe deH est une 2-classe non triviale deL . De plus, l'id�eal H 1 est
inerte dans L (1)

2 ; donc l'id�eal premier H 1 n'est pas principal et la classe de l'id�eal
H m

1 est une 2-classe non triviale deL . Comme la 2-partie du nombre de classes de
L est �egale �a 2, alorsHH m

1 est principal. CommeL � K 1 et PP m
1 OK 1 = HH m

1 OK 1

est principal, alors PP m
1 capitule dans K 1.

(2) La classe de l'id�eal PP m
1 est la seule classe deK qui capitule dans K 1 =

Q(
p

2p0;
p

pq;
p

pp0). On sait que P se d�ecompose compl�etement dansK 1 et P1

reste inerte dansK 1. Alors la classe de l'id�eal PP m
1 ne peut pas être norme d'une

classe deK 1; ainsi K 1 est de type (B ). Or le 2-groupe de classes deK 1 est cyclique.
Donc d'apr�es la Proposition 2, le groupe Gal (K (2)

2 =K ) est semi-di�edral. �
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Exemple num�erique. Soient p = 101, p0 = 13 et q = 19. On a
�

2
p

�
=

�
2
p0

�
=

�
2
q

�
= � 1,

� p0

p

�
=

� p
q

�
= 1 et NQ(

p
pp0)=Q ("pp0) = � 1. Alors on a bien que

le 2-groupe de classes deK = Q(
p

2p0;
p

pq) est de type (2; 2) et le groupe

Gal (K (2)
2 =K ) est semi-di�edral.
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