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SUR L'EXISTENCE DES CORPS BIQUADRATIQUES K DONT
LE GROUPE DE GALOIS DU DEUXI EME 2-CORPS DE
CLASSES DE HILBERT PAR RAPPORT A K EST

SEMI-DI EDRAL
ABDELMALEK AZIZI ET ALI MOUHIB

Abstract. Let K be a biquadratic eld, Kél) be the Hilbert 2-class eld of
K and Kéz) be the Hilbert 2-class eld of Kél). QOur goal is to prove that
there exists a biquadratic eld K such that Gal( Kél) =K) ' Z=2Z Z7=27
and the group Gal ( K éz) =K ) is semi-dihedral.

Resume. Soient K un corps biquadratique, Kél) le 2-corps de classes de

Hilbert de K et K éz) le 2-corps de classes de Hilbert de K él) . Notre but est
de prouver qu'il existe des corps biquadratiques eels K tels que le groupe
Gal (K ;1) =K ) est de type (2;2) et le groupe Gal (K £2) =K ) est semi-dedral.

1. Introduction

Soient G un 2-groupe, G° le groupe des commutateurs deG, K un corps de
nombres, K () le corps de genres deK Kél) le 2-corps de classes de Hilbert

de K et Kéz) le 2-corps de classes de Hilbert d& él). On suppose queG=G°
est de type (2 2); alors d'apes [Ki-76], le groupe G a l'une des quatres formes
suivantes: atelien, quaternionique, dedral ou semi-dédral. A. Derhem, dans [De-
92] et E. Benjamin, C. Snyder dans [Be-Sn-95] ont donre desx@mples de corps
guadratiques eels K dont le 2-groupe de classes est de type (2) et le groupe
GaI(Kf):K) est atelien, quaternionique, dedral ou semi-dedral. Le probeme
gu'on veut aborder dans cet article est le suivant : Pour une érme donree du
groupe G, existe-t-il un corps biquadratique K (particulerement eel) dont le 2-
groupe de classes est de type {(2) et le deuxeme goupe Galq<§2)=K) \erie la
forme donree du groupeG? Soit K un corps biquadratique. On suppose que le
2-groupe de classes d& est de type (2 2), c'esta-dire le groupe Gal (K él):K)
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est de type (22). On a que K () est dierent de K ; car sinon Gal(K "’ =K)
serait cyclique, donc K () :K]=2ou K() = K. Dans [Az-Mo-2], nous avons
cemonte que dans le cas a1 [K () : K] = 2, le groupe Gal (K éz) =K) ne peut jamais
etre semi-dedral. D'autre part, dans [Az-Mo-3], nous avons donre des exemples
de corps biquadratiques eelsK dont le 2-groupe de classes est de type {2) et
le groupe GalQ(éz) =K) est atelien, quaternionique ou dedral. Ainsi, ce qui reste
de notre probeme est :
() \Existe t-il un corps biquadratique eel K tel que son 2-groupe de classes est
de type (2;2), K = K et le groupe Gal K ? =K est semi-didral?"

Pour aborder ce probeme, nous allons rappeler quelquesesultats concernant le
probkeme de la capitulation dans un corps de nombres dont |e2-groupe de classes
est de type (2 2).

2. Cas ou le 2-groupe de classes est de type (2;2)

Proposition 1.  Soient K un corps de nombres dont l&€-groupe de classes est de
type (2;2), K1, K, et K3 les trois extensions quadratiques non ramiees deK .
Alors on a l'une des proprees suivantes :

(1) Les 2-groupes de classes des corpé;, K, et K3 sont cycliques.
(2) Le 2-groupe de classes dK ; est cyclique et le2-groupes de classes dk ;
et de K3 sont de type(2; 2).

Preuve. Voir [Ki-76].

On garde les hypotheses de la proposition peedente. Parr i 2 f 1;2; 3g, on dit
que K; est de type (A) s'il existe une 2-classe non triviale deK qui capitule dans
K et cette classe est norme d'une classe d€;. Sinon, on dit que K; est de type
(B). On garde les notations de la proposition peedente

Proposition 2.  Soient Kél) le 2-corps de classes de Hilbert d& et Kf) le 2-
corps de classes de Hilbert d& él). On suppose que le-groupe de classes d&
est de type(2;2). Alors on a :

(1) Siles2-groupes de classes des corf6;, K, et K3 sont cycliques, alors le
groupe GaI(ng) =K) est atelien ou quaternionique d'ordre 8.

(2) Si le 2-groupe de classes d&; est cyclique et les2-groupes de classes
de K, et de K3 sont de type(2;2), alors une seule2-classe non triviale
de K capitule dansK, (resp. K3) et le groupe GaI(K§2)=K) est dedral,
guaternionique ou semi-dedral. Plus peciement, on a :

() Gal( Kf) =K) est dedral si et seulement si toutes le?-classes deK
capitulent dansK ;.
(i) Gal( Kéz) =K) est quaternionique si et seulement si une seuleclasse
non triviale de K capitule dansK; et K, est de type(A)
(iii) Gal( Kf):K) est semi-dedral si et seulement si une seule&-classe
non triviale de K capitule dansK; et K, est de type(B).

Preuve. Voir [Ki-76].
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3. Capitulation des 2-classes d'id eaux dans un cas sp ecial

Dans toute la suite, K designe un corps biquadrﬁtique,QK est l'indice des unies
deK ,B(m) la 2-partie du nombre de classes d& (" m) et ", I'unie fondamentale
de Q(" m). Pour un corps quelconqueF, O designe I'anneau des entiers deF
et h(F) la 2-partie du nombre de classes dd=. On suppose dans tout ce qui
suit que p; p° et g sont des premiers dierents tels quep p° g 1(mod 4),
B =(H=(P=(D= LE=(H=1et NoPmmo('m)= 1. Pour
satisfaire les conditions du probeme () pecit, on choisit K = Q(' 2p% P P9).

Dans la suite, pouretudier le probeme de capitulation des 2-classes d'iccaux
de K, on va suivre lesetapes suivantes :

(1) On cemontre que la tour des 2-corps de classes de Hilbede K ne s'arréte
pas enk {V.

(2) On cetermine les structures des 2-groupes de classesslois sous-extensions
propres deK {P =K.

(3) On cktermine le nombre des 2-classes d& qui capitulent dans la sous-

extension propre deK él) =K dont le 2-groupe de classes est cyclique.
(4) On cetermine les classes engendrant le 2-groupe de clsess deK .
(5) On cktermine les 2-classes deK qui capitulent dans la sous-extension

propre de Kél) =K dont le 2-groupe de classes est cyclique et on en ceduit
la stucture du groupe Gal (Kéz) =K).

On commence par montrer que le 2-groupe de classes He= Q(p 2p° P po) est
de type (2, 2).

Proposition 3.  Soient p, p® et q des premiers dierents tels que p  p° q
1(mod 4). On suppose que 5 = 5 = & = 2 = 1, % 3 =1et

No@® spn=o ("ppe) = L. Alors le 2-groupe de classes d& = Q(~ 2p%P pg) est de
ype 2:2) etk® = kO = 0" 2P P 5P p).

Preuve. D'apes [Ka-73] et [Ka-76],onah(2p®) 2(mod 4) eth(gp 2(mod 4),
et d'apes [Be-Sn-95], on ah(2pp’g) 4 (mod 8). Montrons que l'indice des unies
Qk deK estegalal. Ona (é) = 1; alors d'apes [Ka-73], N (P z50)=q ("2p0) =

1. Il s'ensuit que "%PO n'est pas un care dansK.

Soit "pqg = X + Yy pg l'unie fondamentale de Q(pp_q) @l x ety sont deux
entiers non nuls. CommeNg P 5= ("pq) = 1, alors x?  pgy* = 1, et par suite
(x 1)(x+1)= pqgy’. Or (%) = (%) =1, donc il existe deux entiersy; ety tels
que

X 1=2qy @ 2yiy2=Y;
X+1=2pys:

Si on poseZ = ylp 2q+ y2p 2p, alors Z2? = 2" 4 et par suite
@ Pra= v ar v B
Soit "ppog = Z + tp 2pp% I'unie fondamentale de Q(p 2pp%) au z et t sont deux
entiers non nuls. CommeN g (P z5055)=0 ("2p0pq) = 1, @lorsona (z  1)(z+1) =
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2ppYt? et comme (%0) =(D= (¥)= (%) = (%) = 1, alors il existe deux
entiers t; et t, tels que:

z 1=2p% @ tty=t;

z+1= pgB:

Si on poseW = tlp 2+ t,P pg, alors W2 = 2" oppog €t par suite

) P omoia = t po+ %p 2pq:

De (1) et (2), on tire que les unies "gp, "2ppoq €1 "gp"2ppog N€ soNt pas des cares
dans K. Par suite, l'indice des unies de K estegala 1. D'autre part, d'apes
[Wa-66], on alp(KF} = QK h(2p°)h(pq)h(2pp0q) par suite h(K)  4(mod 8). Or
I'extension Q( 2; g; p)=K est akelienne non ramiee de type (2;2). Donc
le 2-groupe de classes dK est de type (2 2) et le 2-corps de classes de Hilbert

deK estK; S =Q( 2 p° P q,p P), qui n'est rien autre que le corps de genres
deK.

Dans ce qui suit, nous cemontrons que la tour des 2-corps delasses de Hilbert

deK ne s'arréte pas erK él) , C'esta-dire le groupe Gal (K éz) =K) n'est pas alelien.

3.1. Tour des 2-corps de classes de Hilbert de K. On sait d'apes la treorie
des groupes (voir [Ta-37]) que la tour des 2-corps de classde Hilbert de K ne
epasse pasK §2). Pour cemontrer que Kél) 6 K2, on aura besoin d'un esultat
de la theorie des corps de classes.

Proposition 4.  Soient F=S une extension nie de corps de nombres e8® e
corps de classes de Hilbert d&. On suppose queF \ S = S. Alors le nombre
de classes dé& divise celui deF.

Preuve. Voir [Ja-73], page 194.

Corollaire 1. Soit F=S une extension nie de corps de nombres. On suppose
gu'il existe un premier de S qui se rami e totalement dans F. Alors le nombre de
classes deS divise celui deF.

Preuve. Soit SU le corps de classes de Hilbert d&. OnaF\ SO = S, car
sinon F \ S contient strictement S et comme il existe un premier deS qui se
rami e totalement dans F, alors il se rami e totalement dans F\ S® . Ce qui est
contraire au fait que F \ S =S est non ramiee.

Proposition 5. SmentB p? et g des premiers dierents tels que p  p° q
1(mod 4), K = Q( P9, K( ) le 2- -corps de classes de Hilbert d& etK @ |e
2-corps de classes de Hilbert d(i2 . On suppose que 5 = % = % = % =

" 2 .
. 1, .% = g =1 etNgP poy=q("pp) = 1. Alors le groupeGaI(Ké):K) n'est
jamais alelien.
Preuve. SoitK; = Q( _pO pd). On a que K 1=K est une sous-extension

alkelienne non ramiee de Kél) =K. D'autre part, on a que 2 se rami e totalement
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dansQ( pq) et ne se rami e pas dansQ( pE. Il s'ensuit qu'il existe un

premier deQ( PP qui se rami e totalement dans K ;. Ainsi, d'apes le corollaire

1, h(pp?) divise le nombre de classes d& ;. Comme (%) =1et NoP ooy ("ppo) =
1, alors d'apes [Kic-95], on a que 4 diviseh(pp?). Par consquent, 4 divise le

nombre de classes d&; et donc Kél) 6 Kéz).

3.2. Cas des sous-extensions propres de K (1)—K Dans ce paragraphe, nous
ceterminons les structures des 2-groupes de classes deSIB exten5|ons intermediai-
res_de K= Ces trois Fextenslons sontk; = Q( _0 Pa; _pO) Ky =

Q( _0'02‘ PoHetks=Q( 2 P 5a).

Lemme 1. On suppose que 9 = % = 1. Alors le nombre de classes de
Q( 2; p_0) resp. Q(pq [9)] est impair et "5;" ;p“_“_"_2 o 2p0 resp "o

"5qd est un syseme fondamental d'unies deQ(" 2; p9 resp. Q( q,p n .

Preuve. Comme (50) = 1, alors d'apes [Kwc-95], h(2p% 2(mod 4) et le nom-

bre de classes d& = Q( i;pﬁ") est impair. On a h(2) = h(p) = 1. Alors
d'apes [Wa-66], on a h(L) = QTL al Q_ est lindice des unies de L. Puisque
h(L) est impair, alors Q. = 2. Comme ", et ", ne sont pas des cares dand
(car NgP3-o("2) = NoPa=o("p) = 1) et Q. = 2, alors, d'apes [Kub-56],
2" po" 2po €St un care dans L et donc f"5;" po; P "2 po 2p00 st un syseme fonda-
mental d'unies de L.

D'autre part, comme é = % = 1, alors d'apes [Az-Mo-1], le nombre
de classes deM = Q( q; p) est |mpa|r Fg)n \eri e facilement qu'il existe deux
nombres rationnelsa et b tels que =a 2+b 2qet par suite "q n'est pas un

care dans M. Comme (q) = (po) = 1 alors il existe deux nombres rationelsc et
dtels queIO pg=C P+ d Q; par suite P *pg 2 M. Or on sait que ", n'est pas un
care dans M ; doncf"q;"p; P "pq9 est un syseme fondamental d'unies de M .

Dans ce qui suit, on aura besoin de certains esultats sur lesymbole du reste
normique; pour plus de cetails sur ce symbole, voir par exerple [Ha-30].

Theoeme 1 On garde les notations chedﬁntes Alors le 2-groupe de classes
deK, = Q( p IOp) (resp. Kz = Q( 2 _0 qp) nest pas cyclique.

Preuve. (1) Montrons que le 2-groupe de classes d€ , n'est pas cyclique. On a
Ko=M({ 209 @ M = Q(p a; P p)- D'apes le lemme 1, le nombre de classes de
M estimpairetf"q;",; " "pg0 €St un syseme fondamental d'unies de M . D'apes
[Gr-73], le rang du 2-groupe de classeS,x , de K, est donre par la formule

rang(Cox,)=r 1 e;

al r est le nombre des premiers d& ramies dans K et e l'entier naturel ¢ ni

par 2° =[Em : Em \N k,=m (K5)], Em etant le groupe des unies de M et N ,-u
etant la norme relativea I'extension K,=M. On \erie facilement que r = 3 et
par suite rang(Cox ,) = e. Dans la suite nous cemontrons quee = 0. Ce qui

revienta montrer que 1, "pi"q et P "pq sont des normes dans l'extensionK ;=M.
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Comme & =1, alors on a p®OqPp = PP ai P? et P? sont deux ickaux

premiers dierents de Q(p p). Comme (§5) = 1, alors pouri 2 f1;2g, on a

PiOOM = P; au P; et P, sont deux ickaux premiers dierents de M. Comme % =

1,alorsonaDqgPp = Q" @ QPest un ickal premier de Q(p p) et QOy = Q2
a1 Q est un ickal premier de M . Ainsi les ideaux premiers deM qui se rami ent
dansK, sontPy, P, et Q. Or une unie u deM est norme dans l'extensiorkK ;=M
si et seulement si la valeur du symbole du reste normiqueH(PZ—”O) = 1 pour tout
premier P de M ramie dans K,. Montrons que 1 est norme dans I'extension

. - 20 Nm=oPm( 1);2p° .
K,=M. Pouri 2 f1;2g, on a 1|5i2” = M= 9( E,)é 120 bar suite on a
]
1;,2p° _ 1;2p° _ 1;2p° _ Num=oPm( 1); 2p° 1;2p°  _ 4.
= = o = 1. Ona 5 = Qo = oo =1

donc 1 est norme dans I'extensionK,=M. Montrons que ", est norme dans
K>=M. On a

"0 20° _ Nw=oPp(p)i20° _ "5 2p°

et on a
"0: 20° _ Nwm=qp("p); 2p° "S; 2p° 1
Q QO Qe

Donc ", est norme dans I'extensionk ;=M. Il restea montrer que - q est norme
dansK,=M. On a

P 20 NueoPp ()i 200 | nad
P; PO PO '
[ J .
De plus "g’ 2 - L fpo = 1. Ainsi toutes les unies de M sont normes dans

I'extension K ,=M et par suite e = 0 et donc C,.x, n'est pas cyclique.

ng) Montrons qus Ie& groupe de classes d€ ;3 n'est pas cyclique. On aK 3 =
LOCpY a L = p9. D'apes le Lemme 1, le nombre de classes de est
impair et f"2;" po; “E"F‘g_pog est un syseme fondamental d'unies de L. On note
par Czk ,, le 2-groupe de classes d& 3; alors rang(Cak,) = r 1 e r et
e sont les entiers naturels ce nis peedemment (ici dans l'extension K3=L). On
\eri e facilement qu'il existe deux premiers de L au-dessus dep qui se rami ent
dans K3, deux premiers delL au-dessus deq qui se ramient dans K3 et un
premier de L au-dessus de 2 qui se ramie dand3; doncr = 5 et par suite
rang(Czk ,) =4 e L'entier naturel e est compris entre O et 4 et la determination
de l'entier e revienta chercher si les unies "i21"ip%p "E"F"z_po” al i, g iz2f1;2g
sont des normes ou non dans l'extensiol ;=L. Comme dans (1), on cemontre que

1 est norme dans l'extensionK 3=L et par suite e < 4. De plus, soitP un ickal
premler del qui se ramie dansK3. SiP est au-dessus d@, alors on trouve que

aipd = %"q =1;si P estau-dessus de, alorsona 2524 = %pq = 1
et i P est au-dessus de 2, alors on az®d = 2P =1 On tire ainsi que
pour tout premier P de L qui se ramie dans K3, on a %;pq = 1. Par suite
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"2"po est norme dans l'extensionK ;=L et donc, e < 3 et le 2-groupe de classes de
K3 n'est pas cyclique.
Corollaire 2. On garde les notations du tteoeme peedent. Alors on a :
(1) Le 2-groupe de classes d& , = Q(p 2p° P a;p p) resp. Kiiz QE 2; P [
ap est de type(2; 2) et le 2-groupe de classes dig; = Q( 2p% " pp® " qp

est cyclique.
(2) Une seule2-classe non triviale deK capitule dansK, (resp. K 3).

Preuve. (1) On a que K a un 2-groupe de classes de type (2) et que K4, K>
et K3 sont les trois sous-extensions propres d& él) =K. D'apes le treoeme 1,
les 2-groupes de classes d€, et K3 ne sont pas cycliques, par suite, d'apes la
proposition 1, on a le esultat.

(2) Le esultat cecoule de la Proposition 2.

3.3. Nombre des classes de K qui capitulent dans K;. On garde les mémes
notations du paragraphe peedent. On veut ceterminer | e nombre de classes
de K qui capitulent dans K;. D'apes [H-S-82], le nombre de classes d& qui
capitulent dans K; estegala [K1 : K]J[Ek : Ng,=« (Ex,)] a1 Ex (resp.Ek,) est
le groupe des unies deK (resp.K1). On sait que f " 2po; "qp; " 2qppod €St UN Syseme
fondamental d'unies de K ; alors il faut chercher quand ces unies sont normes
d'unies de Kj.

Tleoeme 2.  SoientK = Q(p 2p° P gp @ p; P’ et g sont des premiers dierents
2

telsque & = 1 = 2 = % = & = % = 1. On suppose que
No P spm=0 ("ppe) = 1. Alors le nombre des classes d& qui capitulent dansK
estegala 2.

Preuve. On a que 1 est norme d'une unie de Ky, car Ny, = ("ppo) =
NoPpm=o("pp0) = 1. Ona que"_q.p est norme d'une unie de K.l' En eet,
comme dans la preuve de la Proposition 3, il existe deux nomies rationnelsv; et
v, tels que

(1) p“q_p= vlpa+ Vzp

p:
D'autre part, on \eri e facilement qu'il existe deux nombr es rationnelsx; et X»
tels que

P~ _
2) Prsa = x1 2+%,"7:

De (1) et (2), on tire que P 29 qp 2 Ky etona

Nic,= (7 23739)2 = Nic, = (200N 1 ('pa) = "2
Ainsi, "pq est norme d'une unie de K1. On a "pp0q €st norme d'une unie de K 1.
En e et, on sait d'apes la preuve de la Proposition 3, qu'il existe deux nombres
rationnels t; et t, tels que

P P
3) P 2ppoq = 11 PO+t 2pq:
De (2) et (3), on a P *53"5p5 2 K 1 et

O N " " — n2 .
Nk, =k (" "2q"2ppeq)” = Nk ;=K ("29)Nk ;=K ("2ppoq) = "2ppog :
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Ainsi "2ppog €st norme d'une unie de K. Il restea montrer que “2p0 €st norme
d'une unie de Ki. Si"po"ppo"2p €st un care dansF = Q(* 2p% " 2p), alors on
aNg,« (7 22" 5m0)? = "Zp0 €t par suite ">p0 est norme d'une unie de K. Si
"zbo"p o"2p N'est pas un care dansF = Q(" 2p% " 2p), alors d'apes [Wa-66], on
a 2 "2p0 2p pp0 2 F et par suite il existe quatre nombres rationnelsys;y»;ys et
y4 tels que

P P — _ P—
4) P = Y1 2+ Yo PO+ ys Ptys 200
De (2) et (4), on tire P “g_qp "2p0 2p ppo 2 K1 et par suite on a

p

Pre—Pr—————2 _ w2
Ni,=k (" "2q' "2p 2p ppo)” = 2po°

et donc"p0 est norme d'une unie de K 1. Ainsi toutes les unies de K sont normes
d'unies dans K 1; par consquent [Ex : Nk ,=x (Ek,)] = 1 et le nombre des classes
de K qui capitulent dans K ; estegala 2.

Corollaire 3. On garde les notations et hypotreses du Treoeme?2. Alors le
groupe GaI(Kf):K) est quaternionique ou semi-dedral.

Preuve. D'apes le Treoeme 1, le 2-groupe de classes de&K; est cyclique et
d'apes le Theoeme 2, le nombre des classes d& qui capitulent dans K ; estegal
a 2. Par suite, d'apes la Proposition 2, le groupe Gal (K f) =K) est quaternionique
ou semi-dedral, suivant que K1 est de type (A) ou de type (B).

3.4. Classes engendrant le 2-groupe de classes de K. SoientK = Q(pz_po,
ap a1 p, p? et g sont des premiers dierents tels que % = g = % =
% = % = 2 =1. OnsupposeNg P zo)=0 ("ppo) = 1. Alors dans ce

paragraphe, on cetermine les classes engendrant le 2-grpa de classes d& . On
a2 seramie totalemoent dansK, donc 20 = P* ar P est un ickal premier de
K. Comme % = % = 1, alorsqO¢ = P?P2? w P; et P, sont deux ickaux

premiers dierents de K.

Theoeme 3.  On garde les notations et hypotleses pe®dentes et soin la partie
impaire du nombre de classes dK . Alors le 2-groupe de classes dK est engende
par les classes des iccau®P et PI".

Preuve. Montrons que la classe de l'ickalP est une 2-classe non triviale d&K . On
a 20k = P#; alors la classe deéP est une 2-classe. Commeﬁ?e) = 1, alorsP reste

inerte dans K3 = Q(p 2; pﬁ‘%p@). Comme K 3=K est une extension alelienne
non ramiee, alors d'apes la loi de eciprocie d'Arti  n (noke dans ce qui suit par
LRA) appligieea l'extension K3=K, l'iccal premier P n'est pas principal.

L'iceal premier P13 n'est pas principal. En e et, comme pr0 = 1, alors l'ickal
premier Py reste inerte dansky = Q(" 2p% " pp®, P qgp. Or I'extension K ;=K est
une extension atelienne non ramiee. Alors d'apes LRA a ppligeea l'extension
K1=K, liceal Py n'est pas principal. Si m designe la partie impaire du nombre
de classes deK, alors la classe de liceal P est une 2-classe non triviale de
K. Il restea montrer que la classe de l'iccal PP" est une 2-classe non triviale.



SUR L'EXISTENCE DES CORPS BIQUADRATIQUES 261

On a que I'extensionK ;=K est une extension alelienne et non ramiee. Comme

,2) = % = 1, alors l'iceal premier P se cecompose dans< ;. On sait que P
reste inerte dansK ;. Alors d'apes LRA appligleea l'extension K=K, on a que
PP n'est pas principal. Par conequent, le 2-groupe de classedeK est engende

par les classes des iccau® et P]".

3.5. Classes de K capitulent dans K. On sait d'apes le Corollaire 2 que le
2-groupe de classes dK ; est cyclique. D'apes le Treoeme 2, une seule 2-classe
non triviale de K capitule dansK;. Dans ce paragraphe, on cetermine la classe
non triviale de K qui capitule dans I'extensionK ;=K. On garde les notations du
paragraphe 3.4.
Theoeme 4. SoientK
J)_ = 9 =
bels que b
PPE. Alors on a:

(1) La classe de liceal PP capitule dansK .
(2) Le groupe Gal (Kf) =K) est semi-déedral.

Q(p 2p% P gp @ p, p°et g sont des premierFf)a dierents

,% = 4= % =1 etKy= Q( Z_pf%pp_q;

TIN

Preuve. (1) D'apes le Treoeme 3, le 2-groupe de classes de&K est engende par
les classes des iccaux premierB et P" au m est la partie impaire du nombre de
classes deK , P est au-dessus de 2 eP; est au-dessus dg. Montrons que PP
capitule dansK ;. P

SoitL = Q(" 2q; 2p%). Comme 2 se rami e totalement dansL , alors 20, = H*
@ H est un iccal premier de L. Comme % = %0 = 1,alorsqO. = H?H3
Hi et H, sont deux iceaux premiers dieF;ents de L. D'autre part, le 2-nombre

de classes dé. estegala 2 et L(zl) =Q( 2 P q; pY est le 2-corps de classes de
Hilbert de L. Pour le voir, on constate que % = 1 et que"po est de norme
egalea 1. De plus, on \erie facilement que ",q n'est pas un care dansL et

par suite, d'apes [Kub-56], I'indice Q_ des unies de L estegala &Qua 2p Ona
h2p® h(p%) 2(mod 4) eth(2g) = 1. Donc h(L) = Q.. Or Q( z-pq; =L
est une extension non ramiee. D'al Q. =2, h(L)=2 et L(Zl) = Q(p 2; P q;p [
est le 2-corps de classes de Hilbert de.

On a que l'ickal H reste inerte dansL (21) . D'apes la theorie des corps de classes

de Hilbert (le noyau de l'application d'Artin de I'extensio n L(21)=L est eduit au
groupe des idcaux fractionnaires principaux), l'iceal p remier H n'est pas principal
et donc la classe deH est une 2-classe non triviale dd.. De plus, l'iceal H; est
inerte dans LY ; donc liceal premier H; n'est pas principal et la classe de l'ickal
H" est une 2-classe non triviale dé.. Comme la 2-partie du nombre de classes de
L estegalea 2, alorsHH " est principal. CommeL Kj;etPP"Ox, = HH Ok,
est principal, alors PP" capitule dansK ;.

g) La clasae de liceal PP" est la seule classe d& qui capitule dans K1 =
Q( 2p° P Pg; pp®. On sait que P se cecompose compktement dansK ; et Py
reste inerte dansK ;. Alors la classe de l'iceal PP{" ne peut pas étre norme d'une
classe deK 1; ainsi K ; est de type B). Or le 2-groupe de classes dK ; est cyclique.

Donc d'apes la Proposition 2, le groupe GaI(Kf) =K) est semi-déedral.



262 A. AZIZI, A. MOUHIB

Exemple nunerique. ~ Soientp = 101, p’=13 et q=19. Ona % = & =
% = 1, %0 = & =1let N%PW) -o("ppe) = 1. Alors on a bien que
le 2-groupe de classes d& = Q( 2p° pq) est de type (22) et le groupe

Gal (Kf) =K) est semi-déedral.
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