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Abstra ct. In this paper we treat the isotropy problem of certain
linear combinations of two P¯ster forms over the function ¯eld of a
projective quadric. More precisely, we discussthe connectionbetween
this problem and some conjectures on a ¯eld that appears in the
genericsplitting tower of a quadratic form associated to a given linear
combination. The caseof somelinear combinations of low dimension
will be detailed.
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1. Intr oduction

Soit F un corps commutatif de caract¶eristique di®¶erente de 2. Dans ce papier
on s'int¶eresseau problµemesuivant:

Pr obl µeme 1.1. Pour ' une F -forme quadratique anisotrope de dimension ¸
2, quelles sont les F -formes quadratiques Ã pour lesquelles ' devient isotrope
sur F (Ã) le corps des fonctions de la quadriqueprojective d'¶equation Ã = 0?

Une n-forme de P¯ster est une forme de type h1; ¡ a1i ­ ¢¢¢­ h1; ¡ an i avec
a1; ¢¢¢; an 2 F ¤, qu'on note hha1; ¢¢¢; an ii . Une 0-forme de P¯ster est une
forme de dimension 1. Fixons quelquesnotations:

Not ations 1.2. Pour n; m ¸ 0 deux entiers, on note:

1. Pn (F ) l'ensembledesn-formes de P¯ster et GPn (F ) = F ¤Pn (F ).
2. (Pn (F ))0 = f ¼0 j h1i ? ¼0 2 Pn (F )g et (GPn (F ))0 = F ¤(Pn (F ))0.
3. L n;m (F ) = f ¼? ¿ j ¼2 GPn (F ); ¿ 2 GPm (F )g.
4. (L n;m (F ))0 = f ¼? ¿ j ¼2 (GPn (F ))0; ¿ 2 (GPm (F ))0g.
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Une forme quadratique Ã est dite une sous-forme de ' et on note Ã ½ ' s'il
existe une forme quadratique » telle que ' »= Ã ? » oµu »= et ? d¶esignent
respectivement l'isom¶etrie et la sommeorthogonale desformes quadratiques.

Le but de ce papier est d'¶etudier le problµeme pr¶ec¶edent lorsque ' 2 L n;m (F )
ou (L n;m (F ))0. En g¶en¶eral, il est tr µes di±cile de faire cela de fa»con complµete.
En ce qui concerneles formesde L n;m (F ), notre strat¶egieconsisteµa associer µa
une forme ' 2 L n;m (F ) un corps F² qui apparâ³t dans la tour de d¶eploiement
g¶en¶erique d'une forme li¶ee µa ' . Le corps F² est ind¶ependant de l'¶ecriture
de ' et que la forme ' F ² devient une sous-formed'une forme de GPn +1 (F² )
(propositions 2.2, 2.7). On conjecture que ' F ² est anisotrope et on fait le lien
avec d'autres conjectures(propositions 2.12, 2.16). On va discuter de maniµere
g¶en¶eralecesconjectureset ceen r¶epondant au problµeme1.1 dµesque cesconjec-
tures sont v¶eri¯ ¶ees(th¶eorµeme 2.19). Entre autre, on ¶etudie de maniµere r¶eelle
l'isotropie d'une forme de L n; 1(F ) et d'une forme de L n;m (F ) qui est divisible
par une (m ¡ 1)-forme de P¯ster, et cette ¶etude est plus d¶etaill¶eelorsquen = 3
et m = 2. Pour ce qui est de l'isotropie d'une forme de (L n;m (F ))0, l'¶etude
seramµenesouvent µa celle d'une forme de L n;m (F ) qui la contient (proposition
3.2). Mais, en g¶en¶eral, l'isotropie des formes de (L n;m (F ))0 reste plus com-
pliqu¶eeque celle des formes de L n;m (F ). On se limite µa ¶etudier l'isotropie de
certainesformes de (L n;m (F ))0 avec n ¸ 3 et m = 1; 2.

Rappelons que dans la proposition 2.16 et les th¶eorµemes2.19, 4.1 on suppose
dans certains cas que F est de caract¶eristique 0. Cela est dû au fait qu'on se
basesur des r¶esultats d'Orlov-Vishik-Voevodsky [31] qui sont ¶etablis en cette
caract¶eristique. Plus pr¶ecis¶ement, par [38] et [31, Theorem 2.1] on d¶eduit qu'on
a le r¶esultat suivant:

(R1) Pour m ¸ n ¸ 1 et ¼ 2 GPn F , on a Ker (H m F ¡ ! H m F (¼)) =
en (¼) ¢H m ¡ n F

oµu en est le n-iµeme invariant d'Arason et H n F est le n-iµeme groupe de co-
homologie galoisienneµa coe±cients dans Z=2 (voir la section 4 pour plus de
d¶etails sur l'in variant en ). Aussi par [38] et [31, Theorem 2.10] on a un autre
r¶esultat:

(R2) Pour h 2 H n F non nul, il existeK =F une extensiontelle quehK soit un
symbole non nul

oµu un symbole d¶esigneun ¶el¶ement de H n F de type (a1) ¢: : : ¢(an ) avec (ai ) est
la classede ai 2 F ¤ dans H 1F et ¢est le cup-produit. Comme cons¶equencedu
r¶esultat (R2) on obtient:

(R3) Pour ' de dimension > 2n , on a Ker (H n F ¡ ! H n F (' )) = f 0g.

Aussi on mentionne un autre r¶esultat important [18, ¯n de la page166], [30]:

(R4) Pour n ¸ 0, en induit un isomorphismeentre I n F=I n +1 F et H n F .

Lorsque la caract¶eristique n'est pas n¶ecessairement 0, les r¶esultats (R1), (R3)
et (R4) sont vrais commesuit:
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1. Le r¶esultat (R1) est vrai pour m · 4: Arason [1] pour m = 2; 3; Kahn-
Rost-Sujatha [17, Corollary 2] pour m = 4 et n = 3; Kahn-Sujatha [19,
Theorem 2] pour m = 4 et n = 2.

2. Le r¶esultat (R3) est vrai pour n · 4: Arason [1] pour n · 3; Kahn-Rost-
Sujatha [17, Corollary 2] pour n = 4.

3. Le r¶esultat (R4) estvrai pour n · 4: Evident pour n = 0; Par la th¶eoriede
Kummer pour n = 1; Merkur'ev [28] pour n = 2; Merkur'ev-Suslin/Rost
[29], [33] pour n = 3; Rost (non publi¶e) et Szyjewski [37] pour n = 4.

On dit qu'une forme ' est voisine s'il existe une n-forme de P¯ster ¼telle que
dim ' > 2n ¡ 1 et a¼»= ' ? » pour certains a 2 F ¤ et » une forme quadratique.
Dans ce cas, les formes ¼ et » sont uniques, et pour toute extension de corps
K =F on a que ' K est isotrope si et seulement si ¼K l'est aussi. La forme » est
appel¶eela forme compl¶ementaire de ' .

Si ' est voisinede ¼2 Pn F , en particulier si ' 2 L n; 0(F ), alors par le th¶eorµeme
de la sous-forme(th¶eorµeme1.4) on r¶epond au problµeme1.1 de fa»con complµete:

' F (Ã) est isotrope , ¼F (Ã) est isotrope
, aÃ ½ ¼pour un certain a 2 F ¤ (1)

Ainsi pour la suite de ce papier et dans le cas des formes de L n;m (F ), on va
consid¶erer uniquement cellesde L n;m (F ) avec m ¸ 1.

L'isotropie d'une forme de L 1;1(F ) a ¶et¶e ¶etudi¶eepar Leep [27] et Shapiro [35];
l'isotropie d'une forme de L 2;1(F ) a ¶et¶e ¶etudi¶eepar Ho®mann[7] et Izhboldin-
Karpenko [13]; l'isotropie d'une forme de L 2;2(F ) a ¶et¶e ¶etudi¶ee par l'auteur
[22], [23].

Plus g¶en¶eralement, le problµemepr¶ec¶edent a ¶et¶e aussi¶etudi¶e par Ho®mannpour
une forme de dimension 5 [6]; par Leep [27] et Merkur'ev [26] pour une forme
d'Alb ert (c'est-µa-dire une forme de dimension6 et de discriminant µa signe¡ 1);
par l'auteur [24] et Izhboldin-Karp enko [12] pour des formes de dimension 6
qui ne sont pas n¶ecessairement dans L 2;1(F ); par l'auteur pour une forme de
dimension8 et de discriminant µa signe1 mais qui n'est pasn¶ecessairement dans
L 2;2(F ), et pour certainesformes de dimension 7.

Si K =F est une extension de corps, alors on notera W (K =F) le noyau de
l'homomorphisme W (F ) ¡ ! W (K ) induit par l'inclusion F ½ K . Pour deux
formes ' 1 et ' 2, on note ' 1 » ' 2 si ' 1 ? ¡ ' 2 est hyperbolique. On dit
que ' 1 et ' 2 sont semblables si ' 1

»= a' 2 pour un certain scalairea 2 F ¤. La
partie anisotrope ' an d'une forme quadratique ' est l'unique forme quadratique
anisotrope telle que ' » ' an . On dit que ' est divisible par Ã si on a ' »= Ã­ ½
pour une certaine forme quadratique ½.

On d¶esignepar C(' ) (resp. C0(' )) l'algµebrede Cli®ord de ' (resp. l'algµebrede
Cli®ord paire de ' ). L'in variant de Cli®ord de ' est d¶esign¶e par c(' ). On note
DF (' ) = f a 2 F ¤ j9 x 2 V; ' (x) = ag oµu V est l'espacevectoriel sous-jacent µa

Document a Ma thema tica ¢Quadra tic Forms LSU 2001 ¢219{240



222 Ahmed La ghribi

' , et GF (' ) = f a 2 F ¤ ja' »= ' g. On rappelle que DF (¼) = GF (¼) pour toute
forme de P¯ster ¼et on dit que dans ce casque ¼est multiplicative.

Pour A une F -algµebre simple centrale de dimension ¯nie, on d¶esignepar ind A
l'indice de Schur de A.

Les deux th¶eorµemessuivants seront utilis ¶es de maniµere fr¶equente. On y fera
r¶ef¶erencerespectivement par les noms \Hauptsatz" et \le th¶eorµemede la sous-
forme".

Th ¶eor µeme 1.3. (Arason-P¯ster) Si ' 2 I n F anisotrope, alors dim ' ¸ 2n .

Th ¶eor µeme 1.4. (Cassels-P¯ster) Soient ' et Ã deux formes quadratiques
anisotropes telles que 1 2 DF (Ã) et que ' F (Ã) soit hyperbolique. Alors, pour
tout ® 2 DF (' ) on a ®Ã ½ ' . En particulier, dim ' ¸ dim Ã.

2. Les f ormes quadra tiques de L n;m (F )

Le long de cette section on va ¯xer les notations suivantes:

(¤)

8
>><

>>:

¼2 Pn (F ), ¿ 2 Pm (F ) avec n ¸ m ¸ 1
' = a¼? b¿2 L n;m (F ) avec a;b 2 F ¤

´ = ¼? ¡ ¿
¼0 = ¼? ab¼2 Pn +1 (F ):

Faisonsremarquer qu'avec la multiplicativit ¶e d'une forme de P¯ster, on d¶eduit
que si ' est anisotrope alors ¼0 est aussianisotrope.

2.1. Quelques r ¶esul t ats pr ¶eliminaires. Par la th¶eorieg¶en¶eriquedeKneb-
usch [20], [21], on associe µa une forme quadratique ' non nulle une suite
de formes quadratiques et d'extensions de F , appel¶ee la tour de d¶eploiement
g¶en¶erique de ' , de la maniµere suivante:

F0 = F; ' 0 = ' an

et pour n ¸ 1, on d¶e¯nit par r¶ecurrence

Fn = Fn ¡ 1(' n ¡ 1) et ' n = (( ' n ¡ 1)Fn )an :

La hauteur de ' , not¶ee h(' ), est le plus petit entier h tel que dim ' h · 1.
Pour j 2 f 0; ¢¢¢; hg, on note i j (' ) l'indice de Witt de ' F j . On a 0 · i 0(' ) <
¢¢¢< i h (' ). On appelle (i 0(' ); ¢¢¢; i h (' )) la suite des indices de d¶eploiement
de ' (splitting patterns [10]), et (' 0; ¢¢¢; ' h ) (resp. (F0; ¢¢¢; Fh )) la suite des
noyaux (resp. la suite des extensions) de la tour de d¶eploiement g¶en¶erique
de ' . Si dim ' est paire, alors ' h¡ 1 est semblable µa une forme de P¯ster
½2 PdFh¡ 1 qu'on appelle la forme dominante de ' (Knebusch [20, Theorem
5.8] et Wadsworth [39]). L'entier d s'appelle le degr¶e de ' , qu'on note deg(' ).
Lorsque dim ' est impaire, on dit que ' est de degr¶e 0. Le corps Fh s'appelle
le corps de d¶eploiementg¶en¶erique de ' .

On commencepar rappeler un r¶esultat.
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Pr oposition 2.1. (Elman-Lam [3, 4.5]; Kahn [15, Remarque,Page61]) Soient
¼2 Pn F , ¿ 2 Pm F anisotropes et a;b 2 F ¤. Soit i le plus grand entier tel que
¼ et ¿ soient divisibles par une i -forme de P¯ster. Alors, i W (a¼ ? b¿) = 0
ou 2i . De plus, si i W (a¼ ? b¿) = 2i alors il existe ½2 Pi F , ¹ 2 Pn ¡ i F et
º 2 Pm ¡ i F telles que ¼»= ½­ ¹ et ¿ »= ½­ º .

La proposition suivante est li¶eeau d¶eploiement g¶en¶erique de ´ .

Pr oposition 2.2. On garde les mêmes notations que dans (¤). Soient
(Fi )0· i · h( ´ ) (resp. (i j (´ ))0· j · h( ´ ) ) la suite des extensions de la tour de
d¶eploiement g¶en¶erique de ´ (resp. la suite des indices de d¶eploiement de ´ ).
Alors:
(1) Il existe ² 2 f 0; ¢¢¢; h(´ )g tel que i ² (´ ) = 2m .
(2) Pour ² 2 f 0; ¢¢¢; h(´ )g comme dans l'assertion (1), on a:
(i) a' F ² ½ (¼0)F ² ,
(ii) Si i W (´ ) = 2m ¡ 1, alors ² = 1 c'est-µa-dire F² = F (´ an ),
(iii) Si i W (´ ) = 2m , alors ² = 0 c'est-µa-dire F² = F .
(iv) Si n > m, alors l'extension F² (¼)=F(¼) est transcendantepure.

D¶emonstration. (1) Voir [11, Theorem 2.8].

(2)(i) Puisque i ² (´ ) = 2m , on d¶eduit que ¿F ² ½ ¼F ² . Ainsi, a' F ² ½ (¼0)F ² .
(ii) Il existe ½2 Pm ¡ 1F , ¹ = ¹ 0 ? h1i 2 Pn ¡ m +1 F et d 2 F ¤ tels que ¼»= ½­ ¹
et ¿ »= ½­ h1; ¡ di . On a ´ an = ½­ (¹ 0 ? hdi ). Comme i W (´ F (´ an ) ) est une
puissancede2 (proposition 2.1) strictement sup¶erieureµa 2m ¡ 1, on a i 1(´ ) = 2m .
Ainsi, ² = 1 c'est-µa-dire F² = F (´ an ).
(iii) Evident.
(iv) On a ´ F (¼) » (¡ ¿)F (¼) . Par le th¶eorµeme de la sous-forme, ¿F (¼) est
anisotrope, et donc (´ F (¼) )an

»= (¡ ¿)F (¼) . Ainsi, i W (´ F (¼) ) = 2n ¡ 1 ¸ 2m =
i ² (´ ). D'aprµes[20, Remark 5.5] on a que F² (¼)=F(¼) est transcendante pure.

Remar que 2.3. Avec les notations de la proposition 2.2 et lorsque n = m,
le corps F² n'est autre que le corps de d¶eploiement g¶en¶erique de ´ c'est-µa-dire
² = h(´ ).

D¶efinition 2.4. ([21, De¯nition 7.7]) Toute forme de dimension · 1 est dite
excellente. Une forme ' de dimension ¸ 2 est dite excellente si elle est voisine
et sa forme compl¶ementaire est excellente.

La condition i W (´ ) = 2m peut être vue autrement:

Pr oposition 2.5. On garde les mêmesnotations que dans (¤) et on suppose
que ' est anisotrope. On a ¶equivalence entre:
(1) ' est une voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster,
(2) ' est divisible par une m-forme de P¯ster,
(3) ' est excellente.
(4) ¿ ½ ¼.

D¶emonstration. Les implications (3) =) (1) et (4) =) (2) sont ¶evidentes.

Document a Ma thema tica ¢Quadra tic Forms LSU 2001 ¢219{240



224 Ahmed La ghribi

(1) =) (4) Puisque a¼? hbi est une voisine de ¼0 contenue dans ' , on d¶eduit
que ' est une voisine de ¼0. Par multiplicativit ¶e a' ½ ¼0. Ainsi, ¿ ½ ¼.
(2) =) (3) Soit ½ 2 Pm (F ) divisant ' . Alors, a¼F (½) » ¡ b¿F (½) puisque
' F (½) » 0. Si n > m on obtient ¼F (½) » ¿F (½) » 0. Ainsi, ½»= ¿ et ¼F (¿) » 0.
Soit ¸ 2 Pn ¡ m (F ) tel que ¼»= ¿ ­ ¸ . On a ' »= ¿ ­ (a¸ ? hbi ) qui est bien
une forme excellente. Si n = m on obtient que ' 2 GPn +1 (F ) qui est aussi
excellente.

D¶efinition 2.6. (1) Deux corps K et L contenant F sont dits F -¶equivalents
(au sensde Knebusch) s'il existe une F -place de l'un vers l'autr e et inverse-
ment.
(2) Deux suites croissantes de corps (F0 = F; : : : ; Fr ) et (G0 = F; : : : ; Gs)
sont dites F -¶equivalentessi:
(i) r = s,
(ii) Pour tout i 2 f 0; : : : ; r g les corps Fi et Gi sont F -¶equivalents.

La proposition suivante serad¶emontr ¶eeau d¶ebut de la section 5.

Pr oposition 2.7. On garde les mêmes notations que dans (¤). Soient ³ 2
Pn F , ¾2 Pm F et c;d 2 F ¤ de sorte que

' »= c³ ? d¾

soit une autre ¶ecriture de ' . Soient ± = ³ ? ¡ ¾ et (F i ; ´ i )0· i · h( ´ ) (resp.
(Gi ; ±i )0· i · h( ±) ) la tour de d¶eploiement g¶en¶erique de ´ (resp. la tour de
d¶eploiement g¶en¶erique de ±). Soit ² 2 f 0; ¢¢¢; h(´ )g (resp. º 2 f 0; ¢¢¢; h(±)g)
tel que i W (´ F ² ) = 2m (resp. i W (±G º ) = 2m ).
(1) Si n > m, alors lessuites (F0; : : : ; F² ) et (G0; : : : ; Gº ) sont F -¶equivalentes.
En particulier, ² = º et les corps F² et Gº sont F -¶equivalents.
(2) Si n = m, alors les corps F² et Gº sont aussi F -¶equivalents.
Ainsi, µa F -¶equivalence prµes, le corps F² ne d¶epend pas de l'¶ecriture de ' .

D¶efinition 2.8. Avec les mêmesnotations et hypothµesesque dans la proposi-
tion 2.2, on appelle F² le corps de voisinagede ' .

2.2. Isotr opie des f ormes quadra tiques de L n;m (F ). Soient ' comme
dans (¤) et F² son corps de voisinage. Comme on va le voir l'isotropie de '
est li¶eeµa la question de savoir si ' F ² reste anisotrope lorsque ' est anisotrope.
Sur cette question on posela conjecture suivante:

Conjecture 2.9. On garde les mêmesnotations que dans (¤) et on suppose
que ' est anisotrope. Soit F² le corps de voisinage de ' . Alors, (¼0)F ² est
anisotrope. En particulier, ¼0 62W (F² =F).

De maniµere ¶equivalente, la conjecture dit que ' F ² est anisotrope du fait que
a' F ² ½ (¼0)F ² et 2dim ' > dim ¼0.

Plus g¶en¶eralement sur l'ensemble Pn +1 F \ W (F² =F) on pose la conjecture
suivante:
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Conjecture 2.10. Avec les mêmeshypothµesesque dans la conjecture 2.9 et
pour ½2 Pn +1 (F ), on a:

½2 W (F² =F) ,

(
½»= ¼? r ¼ avec r 2 DF (¡ ¿) si n > m
½? ¡ (´ ? ®´ ) 2 I n +2 F pour ® 2 F ¤ si n = m.

Dans la proposition qui suit on mentionne quelquesinclusionsqui sont toujours
vraies dans la conjecture 2.10.

Pr oposition 2.11. Avec les mêmesnotations que dans (¤), on a:
(1) f ¼? r ¼j r 2 DF (¡ ¿)g ½ Pn +1 F \ W (F² =F).
(2) Si n > m, alors Pn +1 F \ W (F² =F) ½ f ¼? r ¼j r 2 F ¤g.
(3) Si n = m, alors
f ½2 Pn +1 F j ½? ¡ (´ ? ®´ ) 2 I n +2 F; ® 2 F ¤g ½ Pn +1 F \ W (F² =F):

D¶emonstration. (1) Si r 2 DF (¡ ¿), alors on a:

´ ? r ´ » ¼? ¡ ¿ ? ¡ r ¿ ? r ¼

» ¼? ¡ ¿ ? ¿ ? r ¼

» ¼? r ¼2 I n +1 F:

Puisque dim(´ F ² )an = 2n ¡ 2m , on a dim((´ ? r ´ )F ² )an · 2n +1 ¡ 2m +1 . Par le
Hauptsatz , on d¶eduit que ¼? r ¼2 W (F² =F).
(2) Si ½2 Pn +1 F \ W (F² =F), alors ½F ² (¼) » 0. Par la proposition 2.2(iv) on a
que F² (¼)=F(¼) est transcendante pure, et donc ½F (¼) » 0. D'oµu le r¶esultat.
(3) C'est une cons¶equencedu Hauptsatz et du fait que ´ F ² » 0 (remarque 2.3).

Pr oposition 2.12. La conjecture 2.10 implique la conjecture 2.9.

Voici quelquescasoµu la conjecture 2.10 est v¶eri¯ ¶ee:

Pr oposition 2.13. La conjecture 2.10 est vraie si i W (´ ) 2 f 2m ; 2m ¡ 1g.

Comme un corollaire imm¶ediat on a:

Cor ollaire 2.14. La conjecture 2.10 est vraie pour ' 2 L n; 1(F ).

En caract¶eristique 0 lorsquen ¸ 4 et avec le r¶esultat (R4) la conjecture 2.9 dit
de maniµere ¶equivalente que en +1 (¼0) 62H n +1 (F² =F). Plus g¶en¶eralement, on
poseune conjecture sur le noyau H n +1 (F² =F):

Conjecture 2.15. Avec les mêmeshypothµesesque dans la conjecture 2.9, on
a:

H n +1 (F² =F) =

(
f en (¼) ¢(r ) j r 2 DF (¿)g si n > m
en (´ ) ¢H 1F si n = m.

Entre les conjectures2.10 et 2.15 on a les liens suivants:

Pr oposition 2.16. On suppose que F est de caract¶eristique 0 lorsque n ¸ 4.
On a:
(1) Si n > m, alors les conjectures 2.10 et 2.15 sont ¶equivalentes.
(2) Si n = m, alors la conjecture 2.15 implique la conjecture 2.10.
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Th ¶eor µeme 2.17. La conjecture 2.15 est vraie dans les cas suivants:
(1) n = m · 2.
(2) i W (´ ) 2 f 2m ¡ 1; 2m g en supposant que F est de caract¶eristique 0 lorsque
(n > m et n ¸ 4) ou (n = m ¸ 4 et i W (´ ) = 2m ¡ 1).

D¶emonstration. (1) La conjecture a ¶et¶e prouv¶eedans [1] lorsque (n = m = 1)
et (n = m = 2 avec i W (´ ) = 2); et dans [32] lorsquen = m = 2 avec i W (´ ) = 1
(en fait dans ce dernier cas la conjecture sed¶eduit de [32] commecela est fait
dans [22, Corollaire 6]).
(2) (i) Si n > m et i W (´ ) 2 f 2m ; 2m ¡ 1g, alors la conjectureest une cons¶equence
de la proposition 2.16(1) et la proposition 2.13.
(ii) Si n = m et i W (´ ) = 2m , alors la conjecture est ¶evidente car ´ » 0 et donc
F² = F .
(iii) Si n = m et i W (´ ) = 2m ¡ 1, alors ´ an 2 GPn F et par la proposition 2.2
F² = F (´ an ). La conjecture est une cons¶equencedu r¶esultat (R1).

On combine les propositions 2.13, 2.16 et le th¶eorµeme2.17 pour obtenir:

Cor ollaire 2.18. La conjecture 2.10 est vraie dans les cas suivants:
(1) n = m · 2;
(2) i W (´ ) 2 f 2m ¡ 1; 2m g en supposant que F est de caract¶eristique 0 lorsque
(n > m et n ¸ 4) ou (n = m ¸ 4 et i W (´ ) = 2m ¡ 1).

Maintenant on ¶enonce nos principaux r¶esultats sur l'isotropie d'une forme
quadratique de L n;m (F ). Dans le th¶eorµeme suivant et lorsque n = m ¸ 4
on supposeque F est de caract¶eristique 0.

Th ¶eor µeme 2.19. Soit ' comme dans (¤) et qu'on suppose anisotrope et soit
Ã une forme quadratique de dimension ¸ 2n +1 . On suppose que la conjecture
2.10 est vraie pour ' lorsquen > m, et que la conjecture 2.15 est vraie pour '
lorsquen = m. On a:
(1) Si dim Ã > 2n +1 , alors ' F (Ã) est anisotrope.
(2) Si n > m et dim Ã = 2n +1 , alors on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.
(3) Si n = m, dim Ã = 2n +1 avec F de caract¶eristique 0 lorsque n ¸ 4, alors
on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster dont ' contient une voisine,
ou ' ? ®Ã 2 I n +2 F pour un certain ® 2 F ¤.

Le corollaire suivant sed¶eduit du th¶eorµeme2.19 et du corollaire 2.14.

Cor ollaire 2.20. Soient n ¸ 2 un entier et ' 2 L n; 1(F ) anisotrope. Soit Ã
une forme quadratique de dimension 2n +1 . Alors, on a ¶equivalence entre:
(1) ' F (Ã) est isotrope;
(2) Ã est voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.

Comme dans le corollaire 2.20 et lorsque n = 3, on obtient:
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Cor ollaire 2.21. Soit ' 2 L 3;1(F ) anisotrope et Ã une forme quadratique
telle que11 · dim Ã · 16. On supposeque' n'est pas voisine et ind C0(Ã) · 2
lorsquedim Ã = 11. Alors, on a ¶equivalence entre:
(1) ' F (Ã) est isotrope;
(2) Ã est voisine d'une 4-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.

On intro duit les notations suivantes:

Not ations 2.22. Soient n ¸ m ¸ 1 deux entiers. A un entier l tel que m ¸
l ¸ 0, on associe les ensemblessuivants:

1. L n;m;l (F ) est l'ensemblesdesformes®¼? ¯ ¿ anisotropesavec ®; ¯ 2 F ¤,
¼2 Pn F , ¿ 2 Pm F et i W (¼? ¡ ¿) = 2l .

2. (L n;m;l (F ))0 est l'ensembledesformes ®¼0 ? ¯ ¿0 anisotropes avec ®; ¯ 2
F ¤, ¼= h1i ? ¼0 2 Pn F , ¿ = h1i ? ¿0 2 Pm F et i W (¼? ¡ ¿) = 2l .

Pour le cas des formes de L n;m;m ¡ 1(F ), on combine la proposition 2.13 et les
th¶eorµemes2.17, 2.19 pour obtenir:

Cor ollaire 2.23. Soit ' 2 L n;m;m ¡ 1(F ) anisotrope et soit Ã une forme
quadratique de dimension 2n +1 . Alors on a:
(1) Si n > m, alors on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.
(2) Si n = m et F est de caract¶eristique 0 lorsquen ¸ 4, alors on a ¶equivalence
entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une (n + 1)-forme de P¯ster dont ' contient une voisine,
ou ' ? ®Ã 2 I n +2 F pour un certain ® 2 F ¤.

Pour le casdesformes de L 3;2;1(F ) on obtient:

Th ¶eor µeme 2.24. On garde les mêmesnotations quedans (¤). On supposeque
' 2 L 3;2;1(F ) est anisotrope mais non voisine. Soit Ã une forme quadratique
telle que 11 · dim Ã · 16.
(1) Si dim Ã ¸ 13, alors on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une 4-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.
(2) Si dim Ã = 12, alors on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) Ã est voisine d'une 4-forme de P¯ster dont ' contient une voisine ou il
existe c 2 F ¤, r 2 DF (¿) tels que ab¼? ¡ Ã ? c´ ? r ¼2 I 5F .
(3) Si dim Ã = 11 et ind C0(Ã) · 2, alors on a ¶equivalence entre:
(i) ' F (Ã) est isotrope,
(ii) ' F (Ã 0) est isotrope oµu Ã0 = Ã ? h¡ d§ Ãi .

3. Les f ormes quadra tiques de (L n;m (F ))0

Voici certains casoµu l'isotropie d'une forme ' 2 (L n;m (F ))0 a ¶et¶e ¶etudi¶ee:
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1. Si m = 1, alors ' F (
p

u) 2 GPn F (
p

u) pour un certain u 2 F ¤. Dans ce
cas, l'isotropie de ' a ¶et¶e ¶etudi¶eepar Ho®mann[9].

2. Si n = m = 2, alors l'isotropie de ' a ¶et¶e ¶etudi¶ee par Ho®mann [7],
l'auteur [24] et Izhboldin-Karp enko [12], [13].

Lemme 3.1. ([8, Lemma 3]) Soient ' et Ã des formes quadratiques telles que
Ã ½ ' et dim Ã ¸ dim ' ¡ i W (' ) + 1. Alors, Ã est isotrope.

La proposition suivante pr¶eciseque danscertains casl'isotropie d'une forme de
(L n;m (F ))0 seramµeneµa celle d'une forme de L n;m (F ) qui la contient.

Pr oposition 3.2. Soient ' 0 2 (L n;m;l (F ))0 et ' 2 L n;m;l (F ) qui contient ' 0

comme une sous-forme. Si l ¸ 2, alors pour toute extension de corps K =F on
a ' K isotrope si et seulementsi ' 0

K isotrope.

D¶emonstration. Puisque' 2 L n;m;l (F ), alors ' est divisible par une l-forme de
P¯ster. Ainsi, i W (' F ( ' ) ) ¸ 2l . Puisquedim ' = 2n + 2m , dim ' 0 = 2n + 2m ¡ 2
et l ¸ 2, on v¶eri¯e bien que dim ' 0 ¸ dim ' ¡ i W (' F ( ' ) ) + 1. Par le lemme 3.1
on a ' 0

F ( ' ) isotrope. Puisque ' F ( ' 0) est isotrope, le r¶esultat se d¶eduit de [20,
Theorem 3.3].

Pour la suite de cette section, on va se limiter µa ¶etudier l'isotropie des formes
de (L n; 2;1(F ))0 avec n ¸ 3.

Soient ¼ = ¼0 ? h1i 2 Pn F (avec n ¸ 3), ¿ = ¿0 ? h1i 2 P2F et b 2 F ¤.
On suppose i W (¼ ? ¡ ¿) = 2. Par la proposition 2.1, il existe d;d0 2 F ¤ et
¼1 = h1i ? ¼0

1 2 Pn ¡ 1F tels que ¼»= hhdi i ­ ¼1 et ¿ »= hhd;d0ii .

On ¯xe les notations suivantes:

(¤¤)

8
<

:

' = ¼0 ? b¿0

´ = ¡ bd0h1; ¡ di ­ ¼0
1 ? h1; bdi

¼0 = ¼? ¡ bd0¼.

On supposeque ' est anisotrope.

Lemme 3.3. Avec les mêmesnotations et hypothµesesque dans (¤¤), on a:
(1) ´ F (¼) est isotrope.
(2) La forme ¼0 est anisotrope.
(3) Si ' n'est pas voisine, alors ´ est anisotrope.

D¶emonstration. Soit » = ¡ bd0h1; ¡ di ­ ¼0
1.

(1) On a » ½ ´ et ¡ bd0» ½ ¼. Puisque n ¸ 3, on a dim » > 2n ¡ 1 et donc »F (¼)

est isotrope. Ainsi, ´ F (¼) est aussi isotrope.
(2) La forme ' est anisotrope et ¼0 ? ¡ bd0h1; ¡ di est une sous-formede ¼0 et
' , de dimension > 2n . Ainsi, ¼0 est anisotrope.
(3) Supposonsque ' ne soit pasune voisineet que ´ soit isotrope. Clairement,
on a

½
¼0 = ¼0 ? ¡ bd0h1; ¡ di ? » ? h1i
' = ¼0 ? ¡ bd0h1; ¡ di ? h¡ bdi

(2)
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La forme » ? h1i est anisotrope car c'est une sous-formede ¼0. Puisque ´
est isotrope, on obtient h¡ bdi ½ » ? h1i , et par (2) on voit bien que ' ½ ¼0.
Comme dim ' > 2n on d¶eduit que ' est une voisine de ¼0, une contradiction.

D¶efinition 3.4. On garde les mêmes notations et hypothµses que dans (¤¤).
On d¶e¯nit S(' ) comme ¶etant l'ensembledesscalaires ® 2 F ¤ pour lesquelsles
deux formes ¿ ? ®¼et d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an sont isotropes.

Pr oposition 3.5. Avec les mêmesnotations et hypothµsesquedans (¤¤), on a:
(1) L'ensembleS(' ) est non vide.
(2) Si ® 2 S(' ), alors dim(d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an )an · 2n .
(3) On a Pn +1 F \ W (F (´ )=F) = f ¼? ®¼j ® 2 S(' )g.

Concernant l'isotropie de ' (' commedans (¤¤)), on a le th¶eorµemesuivant:

Th ¶eor µeme 3.6. On garde les mêmesnotations et hypothµesesque dans (¤¤).
Soit Ã une forme quadratique de dimension 2n +1 . Alors, on a ¶equivalence
entre:
(1) ' F (Ã) est isotrope;
(2) Il existe s 2 S(' ) telle que Ã soit semblableµa ¼? sbd0¼.

Lorsque n = 3, on obtient:

Th ¶eor µeme 3.7. On garde les mêmes notations et hypothµesesque dans (¤¤).
On supposequen = 3. Soit Ã une forme quadratique telle que11 · dim Ã · 16
et ind C0(Ã) = 2 lorsquedim Ã = 11. On a ¶equivalence entre:
(1) ' F (Ã) est isotrope;
(2) Ã est voisine d'une 4-forme de P¯ster ½telle que ' F (½) soit isotrope.

4. Quelques r ¶esul t ats cohomologiques

D'aprµes Arason [1] il existe une application ~en de Pn F vers H n F , d¶e¯nie par
~en (hha1; : : : ; an ii ) = (a1) ¢: : : ¢(an ). L'application ~en seprolonge en un homo-
morphismeen de I n F=I n +1 F versH n F pour n = 0; 1; 2. On a e0(' ) = dim ' 2
H 0F ' Z=2, e1(' ) = d§ ' 2 H 1F ' F ¤=F¤2, e2(' ) = c(' ) 2 H 2F ' Br2(F )
oµu Br2(F ) est la 2-torsion du groupe de Brauer Br( F ) de F . e0, e1 sont des
isomorphismes.Lorsque n = 3; 4 l'application ~en seprolonge en un homomor-
phisme de I n F=I n +1 F vers H n F (Arason [1] pour n = 3 et Jacob-Rost [14]
pour n = 4).

Dans le th¶eorµemesuivant, on calcule le noyau H i (F² =F) lorsque i · n:

Th ¶eor µeme 4.1. On garde les mêmesnotations que dans (¤). On supposeque
' est anisotrope et que F est de caract¶eristique 0 lorsque n ¸ 5. Soit F² le
corps de voisinagede ' . Alors j H i (F² =F) j· 2 pour i · n. Plus pr¶ecis¶ement:

H i (F² =F) =

(
f 0g si n > i
f 0; en (´ )g si n = i = m.

Si n = i > m, alors H i (F² =F) ½ f 0; en (¼)g et ce noyau est nul si la conjecture
2.9 est vraie.

Document a Ma thema tica ¢Quadra tic Forms LSU 2001 ¢219{240



230 Ahmed La ghribi

Pour la preuve de ce th¶eorµemeon commencepar un lemme pr¶eliminaire.

Lemme 4.2. Soit ´ comme dans (¤) qu'on suppose non nulle, et soit
(Fi ; ´ i )0· i · h( ´ ) sa tour de d¶eploiementg¶en¶erique. On supposonsquen = m et
que F est de caract¶eristique 0 lorsquen ¸ 5. Alors:
(1) deg(´ ) = n.
(2) Si h(´ ) ¸ 2, alors:
(i) Pour tout i 2 f 0; ¢¢¢; h(´ ) ¡ 2g la forme (´ i )F i (¿) est isotrope.
(ii) Pour tout (i; j ) 2 f 0; ¢¢¢; h(´ ) ¡ 1g £ f 0; ¢¢¢; ng, on a

Ker (H j F ¡ ! H j Fi ) = f 0g:

D¶emonstration. Puisque ´ 6»0, on a h := h(´ ) ¸ 1.
(1) On a ´ 2 I n F et dim ´ an < 2n +1 ce qui implique deg(´ ) = n.
(2) (i) Puisque deg(´ ) = n, on obtient dim ´ i > 2n pour tout i 2 f 0; ¢¢¢; h ¡
2g. De la relation ´ F (¿) » ¼F (¿) on d¶eduit (´ i )F i (¿) » ¼F i (¿) . Par raison de
dimension la forme (´ i )F i (¿) est isotrope pour i 2 f 0; ¢¢¢; h ¡ 2g.
(ii) Soient (i; j ) 2 f 0; ¢¢¢; h ¡ 1g £ f 0; ¢¢¢; ng et x 2 Ker (H j F ¡ ! H j Fi ). Le
r¶esultat est¶evident pour i = 0. Supposonsi ¸ 1. Par (i) l'extension F i (¿)=F(¿)
est transcendante pure. Ainsi, x 2 Ker (H j F ¡ ! H j F (¿)). Si j < n on d¶eduit
par (R3) que x = 0. Si j = n on d¶eduit par (R1) que x 2 f 0; en (¿)g. Si
x = en (¿), alors par (R4) et le Hauptsatz ¿F i » 0. Par r¶ecurrenceil su±t
de consid¶erer le cas ¿F1 hyperbolique. Ceci implique par le th¶eorµeme de la
sous-formeque ¿ » 0 puisque h(´ ) ¸ 2 et donc dim ´ > 2n , une contradiction.
Ainsi, x = 0.
D¶emonstration du th¶eorµeme 4.1. Si ´ » 0, alors F² = F et le th¶eorµeme est
¶evident. Pour la suite, on supposeque ´ 6»0 et donc h(´ ) ¸ 1. Soit (´ 0 =
´ an ; : : : ; ´ h(´ ) ) la suite des noyaux de la tour de d¶eploiement g¶en¶erique de ´ .
Lorsque n = m, on a deg(´ ) = n par le lemme 4.2(1) et ² = h(´ ) par la
remarque 2.3. Soit x 2 H i (F² =F).

(1) Supposonsn > i .

(i) Si n > m, alorsF² (¼)=F(¼) est transcendante pure. Ainsi, x 2 H i (F (¼)=F).
Puisque dim ¼= 2n > 2i , on d¶eduit par (R3) que x = 0.

(ii) Si n = m. On a ´ ² ¡ 1 2 GPn (F² ¡ 1). Puisque F² = F² ¡ 1(´ ² ¡ 1) et xF ² ¡ 1 2
H i (F² =F² ¡ 1), on obtient par (R3) que x 2 H i (F² ¡ 1=F). Si ² = 1, alors x = 0,
sinon on d¶eduit par le lemme 4.2(2) que x = 0.

(2) Supposonsn = i = m. Puisque xF ² ¡ 1 2 H n (F² =F² ¡ 1) et ´ ² ¡ 1 2 GPn F² ¡ 1,
on d¶eduit par (R1) que xF ² ¡ 1 2 f 0; en (´ )F ² ¡ 1 g (car en (´ )F ² ¡ 1 = en (´ ² ¡ 1)). Soit
y 2 H n F une classed¶e¯nie commesuit:

y =
½

x si xF ² ¡ 1 = 0
x + en (´ ) si xF ² ¡ 1 = en (´ )F ² ¡ 1 .

On a y 2 H n (F² ¡ 1=F). Si ² = 1, alors y = 0, sinon le lemme 4.2(2) implique
que y = 0.
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(3) Supposonsn = i > m. Comme dans le cas (1)(i) x 2 H n (F (¼)=F) =
f 0; en (¼)g. Si de plus la conjecture 2.9 est vraie alors ¼F ² est anisotrope et
donc par le Hauptsatz ¼F ² 62I n +1 F . Par (R4) on a en (¼)F ² 6= 0 et donc x = 0.

Pr oposition 4.3. On garde les mêmesnotations que dans (¤). On suppose
que n = m et que F est de caract¶eristique 0 lorsque n ¸ 5. Soit Ã une forme
quadratique telle que ÃF ² 2 I n +1 F² . Alors, Ã 2 I n F .

D¶emonstration. Par hypothµeseei (ÃF ² ) = 0 pour i · n. On a±rme que si
' 2 I j F pour un certain j 2 f 1; ¢¢¢; n ¡ 1g, alors Ã 2 I j +1 F . En e®et,
puisque ej (Ã)F ² = 0 on obtient par le th¶eorµeme4.1 que ej (Ã) = 0 et par (R4)
Ã 2 I j +1 F . Comme Ã 2 I F , on d¶eduit par it ¶eration que Ã 2 I n F .

5. D¶emonstra tions

5.1. D¶emonstra tion de la pr oposition 2.7.

Lemme 5.1. On garde les mêmesnotations et hypothµesesque dans la proposi-
tion 2.7. Pour K =F une extension, on a:
(1) Si n > m: ' K » 0 ( ) ¼K » ¿K » 0 (( ) ³K » ¾K » 0).
(2) Si n = m: ' K est voisine ( ) ¼K

»= ¿K (( ) ³K
»= ¾K ).

D¶emonstration. (1) C'est une simple cons¶equencede l'hypothµesen > m et du
fait qu'une forme de P¯ster isotrope est hyperbolique.
(2) Dans ce cas dim ' = 2n +1 . Il est clair que ¼K

»= ¿K implique que ' K 2
GPn +1 K . R¶eciproquement, si ' K 2 GPn +1 K alors ' K (¼) » 0 et donc ¿K (¼) »
0. On conclut par le th¶eorµeme de la sous-formeet la multiplicativit ¶e d'une
forme de P¯ster.
D¶emonstration de la proposition. (1) Supposonsn > m. Pour i 2 f 0; ¢¢¢; ²g
(resp. j 2 f 0; ¢¢¢; º g) soit r i (resp. sj ) tel que 2r i = i W (´ F i ) (resp. 2sj =
i W (±G j )). Puisque 2r i = i W (´ F i ), on obtient par la proposition 2.1 que les
formes ¼F i et ¿F i sont divisibles par une forme de Pr i Fi . Par le lemme 5.1, on
d¶eduit quepour i 2 f 0; ¢¢¢; ²g on a i W (´ F i ) = i W (±F i ), et donc 2r i appartient µa
la suite desindices de d¶eploiement de ±. De mêmepour j 2 f 0; ¢¢¢; º g l'entier
2sj appartient µa la suite desindicesde d¶eploiement de ´ . Remarquonsaussique
2r i ; 2sj · 2m pour tout (i; j ) 2 f 0; ¢¢¢; ²g £ f 0; ¢¢¢; º g. Ainsi, on d¶eduit qu'on
a n¶ecessairement º = ² et par [21, Remark 5.5] on a que F i est F -¶equivalent µa
Gi pour tout i 2 f 0; ¢¢¢; ²g.
(2) Supposonsn = m. Par le lemme 5.1 on a ³ F ²

»= ¾F ² et ¼G º
»= ¿G º . Ainsi,

i W (´ G º ) = i W (±F ² ) = 2m . Par [21, Remark 5.5] on a que F² est F -¶equivalent
µa Gº .

5.2. D¶emonstra tion de la pr oposition 2.12. Supposons que ' F ² soit
isotrope. Par la proposition 2.2(i) (¼0)F ² » 0.
(i) Supposonsn > m. Par la conjecture2.10,on a ¼0

»= ¼? r ¼pour un certain
r 2 DF (¡ ¿). Par simpli¯cation, on a a¼»= br¼. Ainsi, ' »= br¼? b¿»= br¼?
¡ br¿. Une contradiction car ' est anisotrope.
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(ii) Supposonsn = m. Par la conjecture 2.10 il existe ® 2 F ¤ tel que ¼0 ?
¡ (´ ? ®´ ) 2 I n +2 F . Ainsi, ab¼? ¿ ? ¡ ®´ 2 I n +2 F . Par le Hauptsatz
ab¼? ¿ = b' est isotrope, une contradiction.

5.3. D¶emonstra tion de la pr oposition 2.13. (1) Si i W (¼ ? ¡ ¿) = 2m ,
alors par la proposition 2.2(iii) F² = F et la proposition est ¶evidente.
(2) Si i W (¼? ¡ ¿) = 2m ¡ 1. Soient ½2 Pm ¡ 1F , ¹ = h1i ? ¹ 0 2 Pn ¡ m +1 F et
d 2 F ¤ tels que ¼ »= ½­ ¹ et ¿ »= ½­ hhdii . On a ´ an = ½­ (¹ 0 ? hdi ) et
F² = F (´ an ). Soit ± 2 Pn +1 F \ W (F² =F).
(i) Si n > m, alors par la proposition 2.2(iv) ±F (¼) » 0. Ainsi, ± »= ¼ ? ®¼
pour un certain ® 2 F ¤. Par le th¶eorµeme de la sous-forme,on a ¼ ? ®¼ »=
s½­ (¹ 0 ? hdi ) ? » pour s 2 F ¤ et » une forme de dimension 2n . Soit
e 2 DF (½­ ¹ 0) ½ DF (¼). Puisque e;es 2 DF (¼? ®¼), on peut supposer,par
multiplicativit ¶e, que s = 1. Par simpli¯cation on a ¿ ? ®¼» ». Par comparai-
sondesdimensions,on a ¿ ? ®¼isotrope. Ainsi, il exister 2 D F (¡ ¿)\ DF (®¼).
On a alors ± »= ¼? r ¼avec r 2 DF (¡ ¿).
(ii) Si n = m, alors ´ an 2 GPm F . Ainsi, il existe x; y 2 F ¤ tels que ± »=
hx; yi ­ ´ an . On a bien ± ? ¡ (´ ? xy´ ) 2 I n +2 F .

5.4. D¶emonstra tion de la pr oposition 2.16. (1) Supposonsn > m:
(i) Supposonsque la conjecture 2.10soit vraie. Soit x 2 H n +1 (F² =F). Puisque
F² (¼)=F(¼) est transcendante pure, on d¶eduit que x 2 H n +1 (F (¼)=F). Par
(R1) il existe ® 2 F ¤ tel que x = en +1 (¼ ? ®¼). Puisque xF ² = 0, on
a en +1 ((¼ ? ®¼)F ² ) = 0. Par (R4) on a (¼ ? ®¼)F ² 2 I n +2 F² . Par le
Hauptsatz, on a ¼? ®¼2 W (F² =F). D'aprµesla conjecture2.10,on d¶eduit que
¼? ®¼»= ¼? ¡ r ¼avec r 2 DF (¿). Ainsi, x = en (¼)( r ) avec r 2 DF (¿).
(ii) Supposonsque la conjecture 2.15 soit vraie. Soit ½2 Pn +1 F \ W (F² =F).
Alors, en +1 (½) 2 H n +1 (F² =F). Par la conjecture 2.15 on a en +1 (½) = en (¼)( r )
avec r 2 DF (¿). Par (R4) on a ½? ¡ (¼? ¡ r ¼) 2 I n +2 F . Puisque dim(½?
¡ (¼? ¡ r ¼))an < 2n +2 , le r¶esultat sed¶eduit par le Hauptsatz.
(2) Supposonsn = m:
Supposons que la conjecture 2.15 soit vraie. Soit ± 2 Pn +1 F \ W (F² =F).
Alors, en +1 (±) 2 H n +1 (F² =F). Par la conjecture 2.15 il existe s 2 F ¤ tel que
en +1 (±) = en (´ )( ¡ s). Par (R4) on obtient ± ? ¡ (´ ? s´ ) 2 I n +2 F .

5.5. D¶emonstra tion du th ¶eor µeme 2.19. (1) C'est une cons¶equencede [8,
Theorem 1].

Puisque la conjecture 2.10 implique la conjecture 2.9, on d¶eduit qu'on a par
hypothµese(¼0)F ² anisotrope.
(ii) =) (i) Si Ã 2 Pn +1 F et ' contient une voisinede Ã, alors on sait que ' F (Ã)

est isotrope. Si ' ? ®Ã 2 I n +2 F , alorspar le Hauptsatz on a (' ? ®Ã)F (Ã) » 0
et donc ' F (Ã) est isotrope.
(i) =) (ii) Soit Ã de dimension2n +1 tel que ' F (Ã) soit isotrope. En particulier,
(¼0)F ² (Ã) est isotrope et donc hyperbolique. On peut supposerque 1 2 D F (Ã).

Document a Ma thema tica ¢Quadra tic Forms LSU 2001 ¢219{240



Cer t aines Combinaisons de Deux Formes de Pfister ¢¢¢ 233

Ainsi,

ÃF ²
»= (¼0)F ² (3)

² Si n > m: Par la proposition 2.2(iv) et l'¶equation (3) Ã 2 W (F (¼)=F).
Ainsi, Ã »= ¼ ? ®¼ pour un certain ® 2 F ¤. Par l'¶equation (3), on a ®¼ ?
¡ ab¼2 W (F² =F). Par la conjecture 2.10, ¼ ? ¡ ab®¼ »= ¼ ? r ¼ pour un
certain r 2 DF (¡ ¿). Par la simpli¯cation de Witt, on a ab®¼»= ¡ r ¼. Ainsi,
' »= ¡ br(®¼? ¿). Puisque Ã »= ¼? ®¼, on voit que ¡ br(®¼? h1i ) est une
voisine de Ã contenue dans ' . Donc l'assertion (2) est prouv¶ee.
² Si n = m: Puisque ÃF ² 2 I n +1 F² on d¶eduit par la proposition 4.3 que Ã 2
I n F . Ainsi, en (Ã) 2 H n (F² =F). Par le th¶eorµeme4.1, on a en (Ã) 2 f 0; en (´ )g.
(i) Si en (Ã) = en (´ ), alors Ã ? ¡ ´ 2 I n +1 F par (R4). On a en +1 (Ã ? ¡ ´ )F ² =
en +1 (ÃF ² ) (car ´ F ² » 0). Par l'¶equation (3) on a en +1 (Ã ? ¡ ´ )F ² = en +1 (¼0)F ² .
Par la conjecture 2.15 on a en +1 (Ã ? ¡ ´ ) + en +1 (¼0) = en +1 (´ ? r ´ ) pour
un certain r 2 F ¤. Par (R4) on a Ã ? ¡ ´ ? ¼0 ? ´ ? r ´ 2 I n +2 F . Aprµes
simpli¯cation et puisque¼0 ? r ¼0 2 I n +2 F , on obtient Ã ? ¡ r b' 2 I n +2 F .
(ii) Si en (Ã) = 0, alors Ã 2 I n +1 F et donc Ã 2 Pn +1 F . Par l'¶equation (3)
en +1 (Ã ? ¡ ¼0) 2 H n +1 (F² =F). Par la conjecture 2.15 il existe s 2 F ¤ tel que
en +1 (Ã ? ¡ ¼0) = en +1 (´ ? s´ ). Par (R4) on a Ã ? ¡ ¼0 ? ´ ? s´ 2 I n +2 F .
Aprµessimpli¯cation, on a Ã ? ¡ b' ? s´ 2 I n +2 F . Puisque ´ est isotrope, on
a dim(¡ b' ? s´ )an < 2n +2 . Par le Hauptsatz on a (¡ b' ? s´ )F (Ã) » 0. Par
cons¶equent, ¡ b' ? s´ » uÃ pour un certain u 2 F ¤. On a dim ´ an < 2n +1 .
Ainsi, i W (¡ b' ? ¡ uÃ) > 2n , et donc les formes ¡ b' et uÃ contiennent en
commun unesous-forme¹ dedimension> 2n c'est-µa-dire ' contient unevoisine
de Ã. Donc l'assertion (3) est prouv¶ee.

5.6. D¶emonstra tion du cor ollaire 2.21. Dans cecas,' F ² est une voisine
anisotrope de (¼0)F ² .
(2) =) (1) Evident.
(1) =) (2) Puisque ' n'est pas voisine, on a i W (´ ) = 1 et donc ´ an est de
dimension8. Par la proposition 2.2(ii) on a F² = F (´ an ). Supposonsque ' F (Ã)

soit isotrope et 1 2 DF (Ã). Alors, ÃF ² est une sous-formede (¼0)F ² . On ¶ecrit
(¼0)F ²

»= ÃF ² ? »0 avec »0 est une F² -forme quadratique.
(i) Si dim Ã ¸ 13, alors dim »0 · 3. D'aprµes [16, Theorem 2] il existe ±1 une
F -forme telle que »0 »= (±1)F ² . On poseÃ1 = Ã ? ±1. On a (¼0)F ²

»= (Ã1)F ² .
D'aprµes les propositions 2.13 et 2.12, on obtient ' F (Ã1 ) isotrope.
(ii) Si dim Ã = 12, alors dim »0 = 4. On a ´ an 62I 2F . D'aprµes [16, Theorem 6]
il existe ±2 une F -forme telle que »0 »= (±2)F ² . On poseÃ2 = Ã ? ±2. Comme
dans le cas(i) ' F (Ã2 ) est isotrope.
(iii) Si dim Ã = 11 et ind C0(Ã) · 2. Comme c(Ã)F ² = c(»0) et dim »0 = 5,
on d¶eduit que »0 »= hd0i ? ¿ pour ¿ 2 GP2F² et d0 = d§ »0 = ¡ d§ Ã [21, Page
10]. D'aprµes[16, Theorem 6] il existe ±3 2 GP2F telle que ¿ »= (±3)F ² . On pose
Ã3 = Ã ? hd0i ? ±3. Comme dans le cas(i) ' F (Ã3 ) est isotrope.
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Dans chacun des trois cas pr¶ec¶edents, on obtient par le th¶eorµeme 2.19 que
Ãi 2 GPn +1 F et ' contient une voisine de Ãi pour i = 1; 2; 3. Par cons¶equent,
Ã est voisine d'une 4-forme de P¯ster dont ' contient une voisine.

5.7. D¶emonstra tion du th ¶eor µeme 2.24. On suppose1 2 DF (Ã). Puisque
i W (´ ) = 2, on a dim ´ an = 8, et par la proposition 2.2(ii) F² = F (´ an ). Dans
cecasla conjecture 2.10est vraie (proposition 2.13). Ainsi, ' F ² est une voisine
anisotrope de (¼0)F ² . Posonsd = d§ Ã.
Supposonsque ' F (Ã) soit isotrope. Alors, (¼0)F ² (Ã) » 0, et par cons¶equent

(¼0)F ²
»= ÃF ² ? » (4)

pour » une F² -forme quadratique.
(1) On supposeque dim Ã ¸ 13. Dans cecason reprend la mêmem¶ethode que
celleutilis ¶eedans la d¶emonstration du corollaire 2.21pour montrer qu'il existe
Ã0 2 GP4F tel que Ã ½ Ã0 et ' contient une voisine de Ã0.
(2) On supposeque dim Ã = 12. On a c(dÃ)F ² = c(») et c(´ an ) = c(¿).
(i) Si d 6= 1, alors d'apr¶es [16, Th¶eorµeme 2], il existe »0 une F -forme de di-
mension4 telle que » = (»0)F ² . Puisque (¼0)F ²

»= (Ã ? »0)F ² , on d¶eduit par la
proposition 2.13 que ¼0 est isotrope sur F (Ã ? »0). Par le th¶eorµeme2.19 on a
Ã ? »0 2 GP4F et ' contient une voisine de Ã ? »0.
(ii) Si d = 1 et c(Ã) 6= c(¿). Alors, c(Ã)F ² 6= c(¿)F ² car H 2(F² =F) = f 0g
(th¶eorµeme 4.1). Ainsi, c(») 6= c(¿)F ² . De nouveau par [16, Th¶eorµeme 2] il
existe »00une F -forme de dimension4 telle que » »= »00

F ²
. Commedans le cas(i)

on a Ã ? »00 2 GP4F et ' contient une voisine de Ã ? »00.
(iii) Si d = 1 et c(Ã) = c(¿), alors » est semblable µa ¿. Ainsi, (¼0)F ² (¿) » 0
et donc ÃF ² (¿) » 0. Comme F² (¼)=F(¼) est transcendante pure, on obtient
ÃF (¼)( ¿) » 0.
² Si ÃF (¿) » 0, alors Ã est divisible par ¿ et donc voisine d'une 4-forme de
P¯ster ½. Par cons¶equent, ' F (½) est isotrope et par le th¶eorµeme2.19 ' contient
une voisine de ½.
² Si ÃF (¿) 6»0. Alors ÃF (¿) » ¸¼ pour un certain ¸ 2 F (¿)¤. Par l'excellence
de F (¿)=F ([2], [34]) il existe ¼1 une F -forme quadratique de dimension 8
telle que ÃF (¿) » (¼1)F (¿) . Puisque c(¼1)F (¿) = 0, on peut supposer que
¼1 2 GP3F [4, 2.10]. Puisque Ã ? ¡ ¼1 ? ¿ 2 I 3F , on obtient que e3(Ã ?
¡ ¼1 ? ¿) 2 H 3(F (¿)=F) = c(¿) ¢H 1F [1]. Ainsi, il existe c 2 F ¤ tel que
e3(Ã ? ¡ ¼1 ? ¿) = c(¿) ¢(c) = e3(¿ ? ¡ c¿). Par cons¶equent,

Ã ? ¡ ¼1 ? c¿ 2 I 4F (5)

Soit ® 2 DF (¼1). Puisque ¸¼ »= (¼1)F (¿) , on a ¼F (¿)
»= (®¼1)F (¿) . Ainsi,

(¼? ¡ ®¼1)F (¿) » 0. Comme dim(¼? ¡ ®¼1)an · 14 et c(¼? ¡ ®¼1) = 0, on
obtient

¼? ¡ ®¼1 » ½0 ­ ¿ (6)

pour ½0 une forme quadratique de dimension paire · 2. Des ¶equations (5) et
(6) et modulo I 4F , on obtient

Ã ? ¡ ¼? (½0 ? hci ) ­ ¿ 2 I 4F (7)
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Soit e 2 F ¤ tel que (½0 ? hci ) ­ ¿ ? e¿ 2 I 4F . De l'¶equation (7) on a
Ã ? ¡ ¼? ¡ e¿2 I 4F . Avec l'¶equation (4) on a

(ab¼)F ² ? ¡ » ? (¡ e¿)F ² 2 I 4F² (8)

En particulier, (ab¼)F ² ? ¡ » ? (¡ e¿)F ² 2 GP4F² . Ainsi, ¼F ²
»= ¿F ² ? e». Par

cons¶equent, (e´)F ² » » et par l'¶equation (4) (¼0)F ² » (Ã ? e´)F ² . Comme¹ :=
¼0 ? ¡ Ã ? ¡ e´ 2 I 3F (car d'invariant de Cli®ord trivial), on a e3(¹ )F ² = 0.
Puisque ´ an n'est pas voisine, on a H 3(F² =F) = f 0g [1]. Par cons¶equent ¹ 2
I 4F et donc e4(¹ ) 2 H 4(F² =F). D'aprµes les propositions 2.13 et 2.16, il existe
r 2 DF (¿) tel que e4(¹ ) = e3(¼) ¢(r ). Par (R4) ab¼? ¡ Ã ? ¡ e´ ? r ¼2 I 5F .
D'oµu le r¶esultat.
R¶eciproquement, supposonsqu'il existe x 2 F ¤, y 2 DF (¿) tels que ab¼?
¡ Ã ? x´ ? y¼ 2 I 5F . Alors, ¼0 ? ¡ Ã ? x´ ? ¡ (¼ ? ¡ y¼) 2 I 5F .
Par la proposition 2.11(1) on a ¼ ? ¡ y¼ 2 W (F² =F). Ainsi, (¼0 ?
¡ Ã ? x´ )F ² 2 I 5F² . Puisque dim(´ F ² )an = 4, on obtient º := (¼0 ?
¡ Ã)F ² ? ((x´ )F ² )an 2 GP5F² . Par le Hauptsatz, º F ² (Ã) » 0 c'est-µa-dire
(¼0)F ² (Ã) » ÃF ² (Ã) ? ¡ ((x´ )F ² (Ã) )an . Ainsi, (¼0)F ² (Ã) est isotrope. On ap-
plique successivement les propositions 2.13 et 2.12 pour d¶eduire que ' F (Ã) est
isotrope.
(3) On supposeque dim Ã = 11:
Puisque ind C0(Ã) · 2, on a aussi ind C0(») · 2 et donc » = hdi ? »0 pour une
certaine »0 2 GP2F² [21, Page10] (c'est-µa-dire » est voisine). Par cons¶equent,
(¼0)F ² (±) » 0 oµu ± = Ã ? hdi . On applique successivement lespropositions 2.13
et 2.12 pour d¶eduire que ' F (±) est isotrope.

5.8. D¶emonstra tion de la pr oposition 3.5.

Lemme 5.2. On garde les mêmesnotations quedans (¤¤). Soit ´ 1 = h1; ¡ di ­
¼0

1 ? h¡ dd0i et ´ 0 = ´ 1 ? hd0i . Alors, on a:
(1) W (F (´ )=F) ½ W (F (´ 1)=F).
(2) c(´ 0) = c(¿), ´ 0 2 I 2F et les corps F (´ 1) et F (´ 0) sont F -¶equivalents. En
particulier, W (F (´ )=F) ½ W (F (´ 0)=F).
(3) La forme ´ 1 n'est pas une voisine.

D¶emonstration. (1) Puisque ´ 1 ½ ¡ bd0́ , on a que ´ F (´ 1 ) est isotrope et donc
il existe une F -place de F (´ ) vers F (´ 1) [20, Theorem 3.3]. Par cons¶equent,
W (F (´ )=F) ½ W (F (´ 1)=F).
(2) On v¶eri¯e facilement que c(´ 0) = c(¿). Il est clair que ´ 0 = h1; ¡ di ­ (¼0

1 ?
hd0i ). Ainsi, ´ 0 2 I 2F et i W (´ 0

F (´ 0) ) ¸ 2. Par le lemme 3.1 ´ 1 est isotrope
sur F (´ 0). Puisque ´ 0 est isotrope sur F (´ 1), les corps F (´ 0) et F (´ 1) sont F -
¶equivalents et donc W (F (´ 1)=F) = W (F (´ 0)=F). Par l'assertion (1) on obtient
W (F (´ )=F) ½ W (F (´ 0)=F).
(3) Si ´ 1 ¶etait voisine, on aurait ´ 0 2 GPn F (car dim ´ 0 = 2n ) et donc c(´ 0) =
c(¿) = 0, une contradiction.
Le th¶eorµemesuivant jouera un rôle important dans la d¶emonstration.
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Th ¶eor µeme 5.3. (Fitzgerald [5, Proposition 1.4])
Soient ' une forme quadratique voisine d'une n-forme de P¯ster ½ et ' 0 =
' ? hyi pour y 2 F ¤. Supposons que ' 0 ne soit pas voisine de ½. Soit ' 002
W (F (' 0)=F). Alors, ' 00 »= ¼1 ? ¢¢¢ ? ¼s pour un certain entier s ¸ 1 et
¼i 2 GPn +1 F \ W (F (' 0)=F) pour tout i 2 f 1; ¢¢¢; sg.

D¶emonstration de la proposition. (1) On a ¡ 1 2 S(' ). En e®et, il est clair
que ¿ ? ¡ ¼ est isotrope. Puisque i W (¿ ? ¡ ¼) = 2, on d¶eduit que (¿ ?
¡ ¼)an = hhdi i ­ (¡ ¼0

1 ? h¡ d0i ) et donc ¡ d0 2 DF ((¿ ? ¡ ¼)an ). Ainsi,
d0h1; bi ? (¿ ? ¡ ¼)an est isotrope.
(2) Puisque ¿ ? ®¼est isotrope, alors (¿ ? ®¼)an est semblable µa (¿ ? ¡ ¼)an

qui est de dimension2n . Puisqued0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an est isotrope, le r¶esultat
s'en d¶eduit.
(3) Soit ½2 Pn +1 F \ W (F (´ )=F) anisotrope. Puisque ´ est isotrope sur F (¼)
(lemme 3.3), on d¶eduit que ½F (¼) » 0. Alors,

½»= ¼? ®¼

pour ® 2 F ¤. Par le th¶eorµemede la sous-formeon a

½»= ¡ bd0´ ? »

pour » une forme de dimension 2n . La simpli¯cation de Witt dans la relation
½»= ¼? ®¼»= ¡ bd0́ ? » implique

h1; ¡ di ? ®¼»= h¡ bd0; ¡ dd0i ? » (9)

Par le lemme 5.2(2) on a ½F (´ 0) » 0, et par le th¶eorµemede la sous-formeon a
½»= ´ 0 ? »0 pour »0 une forme quadratique de dimension 2n (´ 0 commedans le
lemme5.2). La simpli¯cation de Witt dans la relation ½»= ¡ bd0́ ? » »= ´ 0 ? »0

implique

» » d0h1; bi ? »0 (10)

Des¶equations (9) et (10) on obtient

¿ ? ®¼» »0:

On substitue dans l'¶equation (10) pour obtenir » » d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an .
Par comparaisondes dimensionson a d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an isotrope. D'oµu le
r¶esultat.
R¶eciproquement, soit ® 2 S(' ) et ½= ¼? ®¼2 Pn +1 F . On v¶eri¯e facilement
les relations

¡ bd0´ » h1; ¡ di ­ ¼0
1 ? h¡ bd0; ¡ dd0i (11)

¼? ¡ ¿ » h1; ¡ di ­ ¼0
1 ? d0h1; ¡ di (12)

Des relations (11) et (12) on a

¡ bd0´ » (¼? ¡ ¿)an ? ¡ d0h1; bi (13)
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Puisque ½» (¼? ¡ ¿)an ? (¿ ? ®¼)an , on a par l'¶equation (13) que

½» ¡ bd0´ ? (d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an )an :

Puisque dim ´ = 2n et dim(d0h1; bi ? (¿ ? ®¼)an )an · 2n , on d¶eduit que ½F (´ )

est isotrope.

5.9. D¶emonstra tion du th ¶eor µeme 3.6.

Pr oposition 5.4. La forme ' F (´ ) est une voisine anisotrope de (¼0)F (´ ) .

D¶emonstration. Commedans la d¶emonstration de l'assertion (3) du lemme3.3
on a ' F (´ ) ½ (¼0)F (´ ) . Si (¼0)F (´ ) est isotrope, alors on obtient par le th¶eorµeme
de la sous-forme

¼? ¡ bd0¼»= x´ ? »

pour » une forme quadratique de dimension 2n et x 2 F ¤. Soit ¯ 2 DF (¼0
1).

Alors, ¡ bd0̄ 2 DF (´ ) \ DF (¼? ¡ bd0¼). Comme¡ xbd0̄ 2 DF (x´ ) ½ DF (¼?
¡ bd0¼), on peut supposer, par multiplicativit ¶e, que x = 1. Par simpli¯cation,
on obtient que ' » ». Une contradiction, car ' est anisotrope.
D¶emonstration du th¶eorµeme. On supposeque 1 2 D F (Ã).
(1) =) (2) Puisque ' F (Ã) est isotrope, on d¶eduit que ' F (´ )( Ã) est isotrope
et donc (¼0)F (´ )( Ã) » 0. Comme (¼0)F (´ ) est anisotrope (proposition 5.4),
on a par le th¶eorµeme de la sous-forme(¼0)F (´ )

»= ÃF (´ ) . Ainsi, ¼0 ? ¡ Ã 2
W (F (´ )=F). On a dim(¼0 ? ¡ Ã)an · 2n +2 ¡ 2 < 2n +2 . Soit ´ 1 commedans le
lemme5.2. PuisqueW (F (´ )=F) ½ W (F (´ 1)=F) et ´ 1 n'est pasvoisine(lemme
5.2), il existe par le th¶eorµeme 5.3 une forme ½2 GPn +1 F \ W (F (´ 1)=F telle
que

(¼0 ? ¡ Ã)an » ½ (14)

Comme ¼0; ½ 2 Pn +1 F , on a Ã 2 I n +1 F et donc Ã 2 Pn +1 F . On a aussi
½F (´ ) » 0 (car (¼0 ? ¡ Ã)F (´ ) » 0). Par la proposition 3.5, il existe s 2 S(' ),
u 2 F ¤ tels que ½»= u(¼ ? s¼). De l'¶equation (14) on a ¼0 ? ¡ ½isotrope.
Soit v 2 DF (¼0) \ DF (½). Alors, ¼0 ? ¡ ½» v(¼0 ? ¡ (¼? s¼)) » Ã. Ainsi,
Ã »= ¡ vs(¼? sbd0¼).
(2) =) (1) Soit s 2 S(' ) tel que Ã soit semblable µa ½:= ¼ ? sbd0¼. On a
¼0 ? ¡ ½» ¡ bd0(¼ ? s¼). D'aprµes la proposition 3.5, on d¶eduit que (¼0 ?
¡ ½)F (´ ) » 0. Ainsi, (¼0)F (´ )

»= ½F (´ ) . Par la proposition 5.4, on d¶eduit que
' F (½) est isotrope et donc ' F (Ã) l'est aussi.

5.10. D¶emonstra tion du th ¶eor µeme 3.7. Par la proposition 5.4, on a que
' F (Ã) est isotrope si et seulement si ÃF (´ ) est semblable µa une sous-formede
(¼0)F (´ ) . La forme ´ 62I 2F car sinon par un simple calcul on aurait ' isotrope.
Puisque´ est de dimension8 on peut utiliser lesmêmestechniquesde descente
que dans la d¶emonstration du corollaire 2.21, et on ¯nit la preuve en utilisant
le th¶eorµeme3.6.
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