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Abstract.  We consider a semiabelian schem& over a regular base
schemesS, which is generically abelian, such that the points of the
base where the scheme is not abelian form a regular divisdgy. We
construct a compacti cation of G, that is a proper °at schemeP over
the base scheme, containings as a dense open set, such thaPs,

is a divisor with normal crossings inP. We also show that given an
isogeny between two such semiabelian schemes, we can construct the
compacti cations so that the isogeny extends to a morphism between
the compacti cations.
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Introduction

Dans l'article [Mum72], Mumford construit une vari§t% ab%lienne dgg®efante,
c'est-p-dire un sch§ma semi-ab%lien qui est ggngriguement ab%lien p padion
ensemble de donnges, dites donnges de dgg®n®rescences, qui consistent en un
tore dgploy® de rang constant sur une base complgte, et en un groupe de
p®riodes. Il obtient au cours de sa construction une compacti cation du schma
semi-abglien, c'est-p-dire un sch§ma propre contenant le schma semi-abglien
comme ouvert dense, et muni d'une action de celui-ci prolongeant son action
sur lui-méme par translation.

Faltings et Chai dans [CF90] utilisent cette construction pour obtenir des com-
pacti cations des vari§tgs de Siegel et de leur sch&ma abglien universel. lls ex-
posent ce faisant comment associer p un schgma abglien dgggngraantidemble
des donnges de dgg®n§rescence qui permettent de le retrouver en utilisant la
technique de Mumford.
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Grace p ces m$thodes, KAnnemann, dans [KANn98], construit des compac-
ti cations rggulipres de sch§mas semi-abgliens sur un anneau de valuation
discrpte dont la "bre ggn®rique est abglienne. G§n®ralisant sa technique, nous
construisons des compacti cations de sch§mas abgliens sur une base rggulipre
dgg®n®rant le long d'un diviseur rggulier. La m§thode requiert I'utilisaton
d'un faisceau inversible sym$gtrique ample sur le schma semi-ab§lien. Eartu

du corollaire XI 1.16 de [Ray70], tout sch&ma semi-ab%lien de "bre ggnfjue
ab®lienne sur une base rgguligre peut étre muni d'un tel faisceau, nous n'intro-
duisons donc pas de restriction en imposant son existence.

Notre construction a pour application de permettre une compacti cation des
varigtgs de Shimura associfes p certains groupes unitaires et de leur sch§ma
abglien universel, donnant ainsi des r§sultats similaires p ceux de Chai et Fal-
tings pour les vari§t§s de Shimura associes aux groupes symplectiques exposgs
dans [CF90].

Avant d'g&noncer le th§orgme, introduisons les d§ nitions suivantes.

Définiton 1. S est un sch§ma rggulier noethrien, e8y un diviseur rggulier
de S, W l'ouvert compl§mentaire deSy. G est un sch§ma semi-abglien sus,
qui est de rang constant surSy, et tel que Gy est un sch§ma abglien, et est
un faisceau inversible sym#trique ample su6.

Remarque 1. Comme G est de rang constant surSy, il y est globalement
extension d'un sch&ma abtlien par un tore, d'aprgs le corollaire 2.11 de [G6].

D#finition 2. On appelle compacti cation de G la donnge d'un schmaP
propre, plat et rggulier sur S tel queG ¥ P, poss®dant les propri§t®s suivantes :

1. G est dense dansP, et agit sur P par prolongement de son action par
translation sur lui-méme.

2. G et P coAncident surw

3. il existe un entier k positif tel que L~ ¥ se prolonge en un faisceall p
ample surP

4. Pgy est un diviseur p croisements normaux dan®
Le th§orgme s'€nonce alors :
Th 8or gme 1. Il existe des compacti cations deG.
On a méme la propri§t® suivante de prolongement des morphismes :

Th 8or pme 2. Soit G; et G, comme dans la d§ nition 1, etf un morphisme
de S-schg§mas en groupe&; ! Gy, qui induit une isoggnief- : G- ! Gy .
Alors il existe deux compacti cations P;, P, de G; et G, et un morphisme
f P1! P, prolongeantf .

L'&nonc® ne fait aucune hypothpse d'existence de faisceaux amples €by et
G2, qui rgsulte en fait des autres conditions du th§orgme : d'aprgs la preuve de
la proposition XI 1.2 de [Ray70], du fait quef- est de noyau ni, il existe un
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faisceau inversible ample sym$triquel, sur G, tel que L; = f°L, soit aussi
ample. Nous supposerons dorgnavant deux tels faisceaux x§s.

Pour prouver ces th§orpmes, nous allons d'abord §tudier une situation locale
(base atne, complgte) dans le paragraphe 2, puis voir comment on peut d§duire
le rgsultat global d'un rgsultat local, dans le paragraphe 3.

1 D8coupage du probl gme

Dans tout ce paragraphe on va se placer dans un cas particulier : le cas op la
baseS est irrgductible et est complgte par rapport au sous-schm8&.

Le passage du cas complet au cas non complet est expliqug au paragraphe 3.3.
D'autre part, S ®tant rgulier, les composantes irrgductibles d& correspondent

A ses composantes connexes, on peut donc travailler composante par compo-
sante. Observons en n queS §tant complet par rapport p Sp, S est irrgductible

si et seulement siSg l'est.

1.1 Cas d'un seul groupe

S ®tant complet par rapport p Sp, on a une extension associ§e @, appelge
extension de Raynaud (pour la construction de cette extension voir [CF90] p.
33, ou [Mor85]) :

ol T! GI"Al 0

et sur G on a un faisceau inversible ampld= provenant de L. G est caractgris®
par le fait que c'est un schma semi-abglien de rang constant si8 dont le
compl®t® formel le long deSy est le méme que celui dé.

Définition 3. On dit que I'extension est dgployge si le tord est d§ploy§,
de groupe des caractgres constant, et & se descend en un faisceau inversible
ampleM sur A.

Lemme 3. Il existe un recouvrement §tale ni S° de S tel que I'extension de
Raynaud du groupe surS° obtenu par changement de base soit dgploy§e.

DE&monstration. En e®et, d'aprgs [D 70], thBorgme X 5.16, il existe un telS°®
qui permette d'obtenir un tore dgployg p groupe de caractgres constant, c&@
est normal et localement noeth®rien. Pour ce qui est de I'existence dé , on
se rgfpre p [Mor85], 1.7.2.3. O

Définition 4. On appelle dgg®n§rescence dgployge la donn®e d'uiplét
(G;L;M) ou (G;L) est comme dans les donnges et a une extension de Ray-
naud assocife dgploy®e, éfl est un faisceau cubique inversible suA tel que
C=vM.

Notons que nous appelons ici dgg®ngrgscence ce qui serait appel§ dans [CF0]
deg®n®rescence ample.
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Dé8finition 5. Un morphisme entre dgg®n®rescences dgploy®es;L; M ) et
(G%L%M 9 est la donnBe def = (fg;fL:fa;fm ), opfg est un morphisme
G! GO f_ estunisomorphismefSLOTL , fa:A! ACest dgduit defg,
fm est un isomorphismef ;M OIM ,etenn f_ etfy induisent le méme
morphisme f 2201 I

Pour nos donnges G; L) sur le sch&maS de d§part, il existe donc (d'aprgs le
lemme 3) une extension §tale nieS®de S telle que les donnges@® L% sur S°
obtenues par changement de base forment une dgggn®rescence dgployge (pour
un certain faisceauM 9. Comme nous le dgmontrerons dans le paragraphe 3.2,
on peut dgduire une compacti cation surS d'une compacti cation sur S° ce qui
expliqgue que l'on s'intgresse au cas particulier des dgggn®rescences dgployges.

1.2 Cas d'un morphisme

Plasons-nous maintenant dans les hypothpses du thorgme 2. La construction
de Raynaud ®tant fonctorielle, f induit fa, f1, f5 qui font commuter le dia-
gramme suivant :

0 i T il G, il A, il 0
fr# fo # fa#
0 i T, il G, i A, il 0

D#finition 6. On appelle morphisme d'extensions une telle °pche.

Lemme 4. Il existe une extension nie comme dans le lemme 3 qui convier
p la fois pG; et p Gs.

D®monstration. En e®et, siS; convient A G; et S, convient p Gy, S1 £5 Sy
convient pG; et G,. O

Aprgs une telle extension, on obtient un morphisme de dgg®n®rescences
dgployges Gi1;L1;M 1) I (Gz;L2; M »). Remarquons que commef - est une
isoggnie, le noyau def est quasi- ni, de sorte queft et fo sont aussi des
isog®nies.

2 Compactifications locales

Introduisons dgs p prgsent des notations. On noter& = SpecR, | lidgal
d§ nissant Sy et~ le point ggngrique deS. On notera S, = SpecR=I"*1,

On se restreint dans ce paragraphe au cas off est irrgductible, complet par
rapport g Sy et atne. On se donne une dgg&ngrescence dgploy®el(; M ), et
un morphisme de dgggn®rescences dgploy®es(Gy;L1;M 1) ! (Gy;L2; M 2).
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2.1 Compactifications 8quivariantes

Dans ce cadre plus restrictif que celui de d§part, nous allons dgmontrer un
thgorpme Iggprement plus fort.

Soit H un groupe ni agissant surS, c'est-p-dire qu'p chaqueh 2 H est associ§
un automorphismehs : S! S, et ce de manigre compatible. On suppose que
H laisseS, stable.

D#finition 7. On dit que H agit sur la dgg&n®rescence dgploy§6;L;M ),
si p chaqueh 2 H est associ® un morphisme de dgg§n$§rescences d§mey®
(G;L;M)! hg(G;L;M), ces morphismes §tant compatibles entre eux.

D#finition 8. L'action de H ®tant donn§e, on dit qu'une compacti cation est
®quivariante si on peut d® nir sur (P;Lp) une action deH prolongeant celle
sur (G;L).

Th 8or pme 5. Soit S un schgma irrductible, atne, complet par rapport p
So, (G;L;M ) une dgg®nBrescence dgploy§e sBret H un groupe ni agissant
sur cette dgg®n®rescence. Alors il existe des compaatations quivariantes de
(G;L).

Th 8or gme 6. Soit S un sch®ma irrfductible, atne, complet par rapport pSo,

(G1;L1;M 1) et (Ga;Lo; M 5) deux dggBn$rescences dgployBes Syret f un

morphisme de dgg®n®rescencéb-gquivariant et tel quef induise une isog®nie
Gy ! Gy . Alors il existe des compacti cations §quivariantesP; et P, de G;

et G,, et un prolongementH -§quivariant def en un morphismeP; ! Ps.

La suite du paragraphe est consacrge p la preuve de ces th§orgmes.

2.2 Donn 8es de d&8g¥&n8rescence

On peut associer fonctoriellement p une dggBn®rescence dgployfe un en-
semble de donnges, appel® donnges de dgg§n®rescence. Ici aussi nous appe-
lons simplement donn§es de dgg®n®§rescence ce qui serait appelg donnges de
dgg®n®rescences amples dans [CF90]. On a en fait une §quivalence de cat§gories
entre dgg®n®rescences et donnges de dgggngrescence. L'obtention des donnges
de dgg®n®rescence p partir de la dgg®n®rescence est l'objet du chapitre 1l de
[CF90]. La construction inverse, due p Mumford ([Mum72]), est reprise en par

tie ici pour obtenir une compacti cation.

2.2.1 Liste des donn 8es

Une donnge de dgg®n®rescence consiste en un ensemble :
(A;X;Y;5cetG T elM ;A A), tel que :
1. A est une vari§t§ abglienne sus.

2. X etY sont des faisceaux §tales en groupes abtliens libres de méme rang
“ni r, qui sont constants de valeurX etY.
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3. ' est un homomorphisme injectifY ! X (et donc de conoyau ni).

4, c est un morphismeX ! At et ¢t un morphismeY ! A.

Soit T le tore dgploy® de groupe des caractgrés. L'oppos® du morphisme
¢ dgtermine une extension :

ol T! GI"Al 0

On xe un faisceau de Poincar®P sur A £¢ Al.

5. 7 est un morphisme Y ! G au-dessus dec'. Le morphisme { cor-
respond p une trivialisation ¢ : 1ygx #  (c£ c¢)®Pil, qui est
donnge par un systeme compatible de sectiong(y;*) = ¢(1yx) 2
i( 7 (c(y);e(*)"PI ) poury2 Y ett 2 X,

{1d® nit une action de y 2 Y sur G- par translation, qu'on note S, .

6. un faisceau cubique inversibleM sur A tel que la polarisation associge
ACAl Al vBrie axc=ct'.

7. 0= YiM .
On a une trivialisation ¢+(idy £'):1yex i (C£ (ct'))"Pi L
8. A:1y. {7 LT ! est une trivialisation compatible avec ¢.

On notera pour simplier A(y) pour A(1y) et ¢(y;1) pour ¢(Ley:).

La trivialisation A vEri e la condition suivante : pour presque touty 2 Y, A(y)
s'§tend en une section deffl= 1 congrue p 0 modulol . De plus, pour tout
y2Y;y60, iy;' (y)) s'Btend en une section congrue g 0 modulb.

Les deux trivialisations A et ¢ d& nissent des idgaux fractionnaires deR : Iy
de ni par A(y), et Iy: dnipar ¢(y;?), avec larelation Iy, , = Iyl 1, ().

Rappelons comment on obtient certaines de ces donngeftant donnge une
deg®n®rescence deployges;(L;M ), on forme son extension de Raynaud

ol T! G! A! 0, ce quifournit G, A, et X le groupe des caractgres de
T, qui est constant puisque on a suppos® la dgg®n®rescence d§ployge. D'autre
part on a un schfma semi-abglierG' tel que G, est le schma ab®lien dual
de Gy, il forme aussi une dgggn®rescence dgploy®e, d'extension de Raynaud
assocife 0 T!! G!'! A'!l 0, opA! est bien le schgma abglien dual da.
Ceci nous donneY qui est le groupe des caractgres d&!, et est le dual deX.

2.2.2 Morphismes de donn 8es
Un morphisme entre les donnges de dgg®n§rescences
(AX5Y55ce G enM s, A A)

et
(A% X0 Y0 00l Goqp 00 0 0RO
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est la donnge d'un ensemble de morphismelsy, : A ! AC fy : X ! X°

fy Y ! Y% f.:G! GO unisomorphismef, : fgI:O! =, et un isomor-
phismefy : fAM %1 M , ces morphismes vEri ant toutes les conditions de
compatibilit§.

Par fonctorialit de la construction de donnges de dgggngrescence, p partir d'un
morphisme f : (G1;L1;M 1) ! (G2; M 2;L>2), de dgggn®rescences d§ployges,
on obtient un morphisme entre les donnges de dgggn®rescences associges, et en
particulier f5 : Gy ! Gy etfa :Ay! A, (comme dans le paragraphe 1.2),

fx : X! Xjpprovenantdefr :Ty! To,etfy :Yr! Y,

2.2.3 Propri &t 8s particuli gres au cas &tudi 8
Les idgauxly et Iy: ont une forme particuligre dans notre cas.

Proposition 7. Il existe une fonctionb:Y £ X ! Z bilingaire, eta:Y ! Z
telles quel, = 130 et 1y, = | PY*)

D®#monstration. Dans notre cas particulier, G ne dgg®ngre que susy : sur W,
c'est un sch§ma abglien. Rappelons le rgsultat de [CF90], corollaire 7pb 77.
Soit s un point de S, correspondant donc g un idgal premieip de R. Soit Ys
le sous-groupe deY form® des ®l8menty 2 Y pour lesquelsly. () n'est pas
contenu dansp. Alors le groupe des caractgres de la partie torique d&. (‘bre
de G' au-dessus des) est Y=Y;.

G' ®tant ab®lien surW, sis 2 Sy, la partie torique de G est nulle, et donc
Y = Y, ce qui se traduit par 8y 2 Y;s Z V(I (y)). Ceci §tant vrai pour
tout s 2 Sp, on en dgduit que pour touty, on aV(ly. () ¥2 V(l). Comme
on sait quely. (yy Y21 @ cause de la condition sug(y;" (y)), on en dgduit que
V(ly: ()= V(). | gtant engendr§ par un §lgment irrgductible$ , 1. () est
donc de la forme ¢ *) pour un k 2 Z. Les idgauxly et . sont donc aussi de
la forme ($*) pour un k 2 Z. Il existe donc bien une fonctionb: Y £ X | Z
bilingaire, eta:Y ! Z telles quely = 130) et 1ya = |P07), O

Tous les id§aux que nous voyons apparattre sont donc des puissanced déout

se passe donc comme si nous §tions dans un anneau de valuation discrgte, ce
qui est exactement la situation §tudie dans [KAN98], ce qui explique que nous
puissions nous inspirer largement de cet article.

2.2.4 Donn 8es de d8g8n8rescence &quivariantes

Soit H un groupe ni agissant sur S, de fason que chaquéh 2 H induise
un morphisme de dgg®n§rescences dgploytes (G;L;M) ! (G;L;M). On
obtient pour tout h 2 H une action surG et sur L7, qu'on note hs et h-. Ces
actions sont compatibles avec l'action deY, au sens op hg Sy = S(y) thg

etSy +S/(h- )= h- ih; (Sh(y))- Ceci nous permet de d§ nir une action de
i= YoHsurG et parlesformulesS: = S, thg etS = h. +hg (S))
pour ° = (y;h).
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2.3 Mod gle relativement complet
2.3.1 D #finition

fitant donn®e une donnge de dggBnBrescence, on peut d& nir un modgle relati-
vement complet.

D&finition 9. Un modple relativement complet est la donn§e de :

1. %: P! A localement de type ni tel queP est integre et contient G
comme ouvert dense.

2. [0 un faisceau inversible surP" dont la restriction p G coAncide aved™.

3. une action deG sur (P;N), ou N = T, - ¥¥M i 1, qui §tend l'action de
G sur (G;Og) par translation.

4. une action deY sur (P;LC;) notge (Sy;Sy) qui §tend l'action de Y sur
(G ;).
vBri ant les conditions suivantes :
1. il existe un ouvertU de P qui soit G-invariant, de type ni sur S, et tel
queP = [y2v Sy (V).
2. IO, est ample surP.

3. condition de compl$§tude : pour une valuatiorv de K (G) positive sur R,
on note x, le centre dev sur A. Alors v a un centre surP si et seulement
si, 81 2 X;9y 2 Y;V(ly: Ouy ), O
D&finition  10. Htant donn® un morphisme de donn@es de dgEn@rescence
f7: Gy ! Gy, et P; et P, des modgles relativement complets d&; et G, res-
pectivement, on appelle morphisme de modgles relativerrtecomplets un pro-
longement def™ (not§ toujours f) en un morphisme entre P et P, tel que
fat% =¥ +f7 et f-commute aux actions deY; et Y,.

2.4 Compactifications toriques

Pour construire notre modgle relativement complet, nous allons construire une
compacti cation torique Z deT.

Soit T un tore dgploy® surS, et X son groupe des caractgres, de sorte que
T = SpecR[X ®Jozx S(X®X | X @ ;X% 1)

2.4.1 D 8composition en ¢ Ones

Soit Y un groupe ab®lien libre de rangr. Un cone rationnel polygdral deYg
est un sous-ensemble d&g qui ne contient pas de droite, et qui peut s'§crire
sous la forme¥%= R: 1y + ::: R« |, pourlesl; 2 Y*.

Une dgcomposition d'une partieC de Yg en cones rationnels polygdraux, ou
®ventail, est la donnge d'une famille (gventuellement in"nie)f ¥»ge>, de cbnes
rationnels polygdraux deYg telle que chaque face d'un¥p est un ¥ pour un
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~ 2 1, et que lintersection de deux cones dans cet ensemble est une face de
chacun des deux cones, et en n que la runion de tous les cones de la famille
est §gale gC.

fitant donn®e une dfcomposition deC en cones, on appelle fonction de sup-
port une fonction © : C ! R qui soit continue, lingaire par morceaux, pre-
nant des valeurs entigres surC \ Y?, et vBrie ©(al) = a©(l) pour tout

a 2 R;;l 2 C. Une telle fonction est dite strictement convexe si pour tout
cone ¥ de la famille, il existe un entier N ety 2 Y tels que<y;: > jc, n©

et %= fl 2C;<y;l> = n©(l)g. Une fonction de support qui est strictement
convexe et lingaire sur chaque cone de la famille est appelge fonction de pola
risation.

Le cone dual3¥est le cone de I'ensemble des §l¥ments d& sur lesquels les
®l®ments de¥sprennent des valeurs positives.

Le cOne¥sest appel® simplexe si on peut choisir lds lingairement indgpendants.
On appelle alorsYy, le sous-groupe der® engendrg par les €l€ments ¢ qui
appartiennent p une face de dimension 1 dé&. On appelle multiplicitg de %
l'indice de Yy, dansY®\ (Yy, - z Q). Un simplexe de multiplicitg 1 est dit lisse.

2.4.2 Construction d'immersions toriques

On va appliquer cela pY = X £ Z = X. Soit %% Xg £ R. un cone. On pose
Z(¥) = SpecAy, op :

Av= RIAX ]2 52X EX X X0 1)

Si ¢ est une face de¥; on a un morphisme naturelZ(¢) ! Z(34) qui identi e
Z(¢) p un ouvert axne de Z(3).

ftant donn®e une decompositiorf ¥»g de X &£ R+, on en d&duit par recollement
des immersions correspondant p chaque céne une immersidy ! Z. On note
queTw ! T correspond au cond Og£ R, , donc dgs que ce coOne appara®t dans
la dgcomposition, limmersion se prolonge el ! Z.

Z est rggulier si la dgcomposition est lisse, etZp)req €St un diviseur g croise-
ments normaux stricts.

2.4.3 Construction de faisceaux

Soit * une fonction de support| @¥%» ! R. Alors ' d® nit un faisceau T-
®quivariant F sur Z de la fason suivante. SurZ (33, on d® nit le faisceau Fs,
comme correspondant au jZ (%); Oz (3 )-module :

| kxm
(mk)2X< (mK);_>js>" ju

On dit que le faisceauF est ample si les sections d&™ ", n , 1, d§ nissent
une base de la topologie Zariski d&. Alors F est ample si' est strictement
convexe, d'aprgs [KAn98] 1.18.
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2.4.4 Fonctorialit 8

Soit maintenant S°un ouvert atne de S rencontrant S, T°le tore sur S%obtenu

p partir de T par changement de baseT? ayant méme groupe des caractgres
que T, on peut fabriquer une compacti cation torique Z°de T sur S° p partir
de la méme dgcomposition en coOnes que celle utilisge pour construiZe Alors
on observe quez ° est obtenu p partir de Z par changement de base d& p S°
De méme pour les faisceaux inversibles obtenus g partir d'une méme fonction
de support.

2.4.5 Morphismes entre immersions toriques

Soit T et T? deux tores surS, g un morphisme deT vers T® S et S° deux
Bventails de X et X respectivement. Alors g induit un morphisme entre les
immersions toriques associ§es p ces dgcompositions si et seulement si pout to
%2 S, il existe 322 SCtel que g(3) ¥2 4.

2.5 Choix d'une bonne d #composition

Il s'agit donc maintenant de trouver un bon §ventail qui fasse de® = GE T Z un
modgle relativement complet. L'article [KANn98] fournit une telle dgcompoision
dans le cas opyR est un anneau de valuation discrgte complet. Expliquons
pr&cisgment ce que I'on obtient.

On part de

1. X etY groupes abgliens libres de rang

2. ' 1Y ! X morphisme injectif

3. b: YEX ! Zbilingaire telle queb(:;" (:)) est sym$trique d§ nie positive.

4. a:Y! Ztellequea(0)=0et aly+y9)i aly)i a(y) = b(y;' (y9).

5. H groupe "ni d'automorphismes de (X;Y;'; a;b ) agissant p gauche sur
X et p droite sur Y, c'est-p-dire la donnge pour touth de (hy ;hy) tels
que' = hx ' thy,azhy = a, et b(hy (3);:) = b(:; hx (%)).

Posons j = Y o0 H, la composition §tant donnge par :

(y;h)(y%h% = (y + h(y9); hhY
Alors j agit p gauche sur X = X® £ Z par :
Sty (I;s) = (1 £h(:) + sk(y;:);s)

Notons queC= (X§ £ R}) [f Og est stable par I'action de j.
On d€ nit lafonction A:j £Xg! RparA(y;h);(l;s)) = sa(y)+ I+ hi 1(y).

D&finiton 11 On dit qu'un Bventail de C est j -admissible si I'ensemble des
cones estj -invariant, et qu'il n'y a qu'un nombre "ni d'orbites.

D &finition 12 Soit k un entier > 0. On dit qu'une fonction de polarisation ©
estk-tordue et j -admissible si pour tout® 2 i, on a©(})j ©%S- (:) = KA(°;:).
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Alors la proposition 3.3 de [KAn98] donne le rgsultat suivant :

Proposition 8. Il existe un §ventail j -admissiblef ¥»gs2; muni d'une fonc-
tion de polarisation © j -admissible etk-tordu pour un certain k, qui soit lisse,
qui contienne le cone¥s = fOg £ R, et qui vBrie Sy(¥s)\ ¥» = fOg pour
touty2 Y nfOgettout ®2 1.

On dira gqu'un tel §ventail est convenable. Revenons p notre cas.
Lemme 9. Il existe un §ventail convenable dan¥X.

DE&monstration. Soit R® l'anneau local de S au point ggn@rique deSo, et
9= IR Alors R%est un anneau de valuation discrgte complet d'idgal maximal
1% Soit G° dgduit de G par changement de base d& p S°= SpecRC et T%son
tore, alors T est aussi dgduit deT par ce changement de base, ils ont donc
meéme groupe de caractgreX . On peut donc utiliser les rgsultats de [KAn98]
pour mettre sur X un $§ventail convenable. O

Remarque 2. Si (X;Y;";a;b ) provient de (G;L;M ), alors pour un entier

k > 0, cest (X;Y;k";ka;b ) qui est associ® pG;L" ¥;M - k). Supposons que
I'on ait trouvg pour ( X;Y;";a;b ) une dgcomposition deC avec une fonction de
polarisation © qui soit k-tordue, alors cette méme fonction est 1-tordue pour
(X;Y; k' ka;b ). Ainsi, quitte p remplacer L et M par une certaine puissance,
on peut toujours supposer qu'on a associ® pX(Y;";a;b ) une dgcomposition
munie d'une fonction de polarisation 1-tordue.

Intgressons-nous maintenant au cas d'un morphismd : G; ! G, H-
fquivariant. f induit donc des morphismesfy : Y1 ! Y, etfyx : Xo ! X3
commutant p l'action de H, dop f, : X1 ! X,. Commef- estune isog§nie,
fx etfy sont des injections.

Fixons un §ventail convenable dexX>. On veut trouver un §ventail convenable
de X; v@ri ant la condition §noncke en 2.4.5, de fason p obteniZ, ! Z,
prolongeantT; ! T,. Consid®rons les images rgciproques des cones constituant
I'Bventail de X,. Commef induit une injection de conoyau ni de X, dans X,
on peut identi er X3 p X2 muni d'une structure entigre plus ne (c'est-p-dire
X1EZ Y2 X3 £ Z). L'gventail construit pour X, forme donc un §ventail pourXy,
qui est convenable sauf qu'il peut ne pas &tre lisse. Il suxt donc de prendre un
ratnement de cet §ventail pour obtenir un §ventail dansX’; qui soit convenable
et lisse.

Deux tels gventails seront dits compatibles.

2.6 Obtention d'un mod gle relativement complet

On prend ensuite la compacti cation torique Z de T obtenue p partir de cette
dgcomposition deX, et on fait le produit contract® de cette compacti cation

avecG, c'est-p-direP = GE£T Z. Autrement dit P est obtenu en recollant les
P’(‘V@) =GET Z(:’V®).
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On obtient ainsi un modgle relativement complet deG, et muni d'une action
de H. La vri cation est identique p celle de l'article [KAn98], paragraphe 3.7
Nous avons ainsi construit (*; =) dont le quotient donnera une compacti ca-
tion §quivariante de (G;L).

Soitf : Gy ! G, H-Bquivariant, et deux §ventails compatibles deX; et X5,
alors f induit un morphisme entre les modgles relativement complets associgs
aux Bventails.

2.7 Du mod gle relativement complet g la compactification

Le passage du modgle relativement complet p la compacti cation est dgcrit
dans [CF90]. Rappelons-en le principe.

Soit P, le changement de base d& p S, (notation d§ nie au dgbut du para-
graphe 2). Alors il existe un morphisme $tale surjectify : P, ! Pp tel que Py
soit un quotient de P, sous l'action deY comme faisceau fpqcl™, se descend
en un faisceau ampleL, sur Py,.

En e®et, il existe un ensemble niE % Y tel que pour tout y hors de E,
on ait Sy(Up) \ Ug = ;, opUg = UEgs Sy (cela se dgduit des proprigths
du modele relativement complet, et dans notre cas cela se verra directement
sur la construction), autrement dit Y agit librement sur Py. Alors on d€ nit
facilement le quotient P? de P;, par mY pour un m assez grand. EnsuiteY =mY
agit liborement sur P2 qui est projectif donc on peut d& nir le quotient Py,.

Les (Pn;Ly) forment un systgme projectif, d'opt Psor ; Ltor ) @avec Loy ample
sur Psor . (Psor ; Ltor ) S'algBbrise en P;Lp), avecLp ample surP.

P est rggulier et plat sur S, car c'est le cas pourP (voir [KAn98], proposition
2.15).

Il s'agit ensuite de vEri er que Py est bien un diviseur p croisements normaux
dansP. P est muni d'une strati cation, car c'est une immersion torique, chaque
cone de I'gventail correspondant p une strate, ey est un diviseur g croisements
normaux dans P parce qu'on a suppos® I'Bventail lisse. Lorsque on passe au
quotient cette propri§t§ est prgservie, de plus I'nypothgse qus (¥»)\ ¥» = f0g
pour tout y 2 Y nfOg et tout ® 2 | assure quePy est muni d'une strati cation
indexge par les orbites d&/ dans I'ensemble des cones, de sorte QUBY);eq €St
un diviseur p croisements normaux stricts.

P est alors une compacti cation deG, ce qui prouve le th§orgme 5.

D'autre part, si f~: P1 ! P> est un morphisme de modgles relativement com-
plets, f passe au quotient (car on a suppos® quie commutait p I'action de Y;
et Y;), et on obtient f:P! P, prolongeantf : G; ! G,. Ainsi on a prouvg
le thorgme 6.

3 Recollements

Il s'agit maintenant d'utiliser divers thorgmes de descente pour montrer que
I'existence de compacti cations dans le cas d'une base complgte, avec une ex-
tension dgploy®e, sutt p obtenir I'existence de compacti cations dans le cas
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gengral. La partie dizcile est de redescendre les objets, ensuite les morphismes
descendent automatiquement aussi, donc le thorgme 2 va apparatre naturel-
lement comme cons®quence de la n de la preuve du th§orgme 1.

3.1 Cas non affine

Proposition  10. Supposons ques est complet par rapport pSy et que(G; L)
forme une dgg®n®rescence dgploy§&;L;M ). Supposons de plus que nous
avons une action d'un groupe niH sur S et sur (G;L;M ), telle que S peut
étre recouvert par des ouverts atnes stables paH . Alors il existe des compac-
ti cations gquivariantes.

D®#monstration. Pour chaque ouvert atne de S stable par H rencontrant
Sp, on peut faire la compacti cation localement par la mg§thode expliquge
précBdemment. Les compacti cations locales obtenues sont compatibles car
elles proviennent de la méme dgcomposition d¥ (car tous les ouverts atnes
considgrgs contiennent le point ggn®rique dgp).

La condition d'étre un diviseur g croisement normaux et la condition de pro-
pret® ®tant locales sur la base, le recollement des compacti cations est bien une
compacti cation. O

3.2 Cas ol lextension n'est pas d  8ploy 8e

Proposition 11 SupposonsS complet par rapport p Sp. Alors il existe des
compacti cations.

D&monstration. Il existe une extension nie §taleS°de S telle que (G%L%M 9
sur S° dgduite de celle surS soit dgployge. On peut supposer qu&®!” S est
galoisienne.

Soit H le groupe de Galois deS° sur S. Soit SJ la prgimage deSy par u.
Supposons d'abord que SY est irrgductible. Le groupe H agit sur la
degen®rescenceGl L% M 9 par son action sur S°. Observons queu est atne
puisque nie. En particulier, la prgimage d'un ouvert atne de S est un ouvert
azne de SO stable par H. On peut donc appliquer le rgsultat du paragraphe
3.1 pS% SY et H. On obtient une compacti cation sur S° munie de I'action du
groupe de Galois, ce qui constitue une donnge de descente. Comme on cherche
p redescendre un sch8mBA° qui est quasi-compact surS® et muni d'un faisceau
inversible ample LY on est dans une situation op toute donnge de descente est
e®ective. On peut donc redescendrB®en un P sur S (cf.[BLR90]).

Comme P° se dgduit deP par un changement de base ni,P est propre sur

S si et seulement siP? est propre surS° D'autre part P° §tant §tale sur P,

et (P)req Btant un diviseur p croisements normaux stricts dansP® Py est un
diviseur p croisements normaux dang$.

Dans le cas opS9 n'est pas irrductible, notons que pourS° (et aussi pour S)

les composantes irrgductibles correspondent aux composantes connexes, du fait
de la propri§tg de rggularitg. D'autre part, S° §tant complet par rapport p S9,
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chaque composante connexe dg° contient exactement une composante connexe
de S§. Alors nimporte quelle composante connexe deS° est une extension
galoisienne deS, on est donc ramen§ au cas prgcgdent. O

3.3 Cas ol la base n'est pas compl gte

Pour "nir la preuve du th&orgme 1, il nous faut regarder le cas o} n'est pas
ngcessairement complet.
On rappelle le rgsultat suivant ([BL95]) :

Th 8or gme. Soit A un anneau, f un ®lment simpliable deA, F un A;-
module, G un A-module f -rggulier, un isomorphismeA; -lingaire ' : A- A F !
Gt .

Il existe alors un A-module f -rggulier M et des isomorphisme®: M¢ ! F et
“:A-AM! Gtels que' soit I'application composte ; +(1- ® 1).

Le triplet (M;®; ) est unique p isomorphisme unique prgs.

Si F est plat surA; et G plat sur A, alors M est plat surA.

Par unicitg de M, ce th€orgme s'§tend en une situation globale si8, donnant

un thgorgme de descente pour les faisceaux guasi-cohgrents vEri ant les condi-
tions sur la torsion, donc en particulier pour les faisceaux plats sus. D'ou un
thgorgme de descente pour les schgmas plats munis d'un faisceau ample.

Soit (G; ') obtenu par changement de base au compl€t de S par rapport p So.
D'aprps la proposition 11, il existe une compacti cation @;L'p) de (G; L), op

[, prolonge - *. (P; s ) et (Gjw ; Lj,y) deviennent isomorphes aprgs passage
RS Es W, et P est plat sur S, on deduit du rgsultat de [BL95] I'existence
d'un (P;Lp) sur S, dont nous allons montrer que c'est une compacti cation de
(G;L).

Lemme 12. Py est un diviseur g croisement normaux dang’.

D#monstration. Cette condition se lit sur les anneaux locaux des points dé
au-dessus deSy. Soit x un point de Py = P, au-dessus du points 2 Sy. Alors
Opx = Opx - 05, Ogs- COmmeOg ¢ est le compl§t® deOs;s selon un certain
idgal, les anneaux |0C3.U)O|9;X et Opx ont méme complgtg. La rggularitg de
I'un est donc ®quivalent p la rggularitg de l'autre. D'autre part la propri§tg
d'étre rgduit et les propri§t§s de dimension sont clairement conservges. [

Lemme 13. P est propre surS.

D®#monstration. Il s'agit du corollaire 4.8 de I'expos® VIII de [Gro70] : la des-
cente fpgc conserve la propret®, oP est propre sur$S et Gjw est propre sur
W. O

Ainsi (P;Lp) vBri e toutes les conditions ngcessaires pour &tre une compacti-
“cation de (G;L). Une telle compacti cation existe donc bien.
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