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Abstract. We consider a semiabelian schemeG over a regular base
schemeS, which is generically abelian, such that the points of the
base where the scheme is not abelian form a regular divisorS0. We
construct a compacti¯cation of G, that is a proper °at schemeP over
the base scheme, containingG as a dense open set, such thatPS0

is a divisor with normal crossings in P. We also show that given an
isogeny between two such semiabelian schemes, we can construct the
compacti¯cations so that the isogeny extends to a morphism between
the compacti¯cations.

2000 Mathematics Subject Classi¯cation: 11G10, 11G18, 14G35,
14K05

Introduction

Dans l'article [Mum72], Mumford construit une vari¶et¶e ab¶elienne d¶eg¶en¶erante,
c'est-µa-dire un sch¶ema semi-ab¶elien qui est g¶en¶eriquement ab¶elien µa partird'un
ensemble de donn¶ees, dites donn¶ees de d¶eg¶en¶erescences, qui consistent en un
tore d¶eploy¶e de rang constant sur une base complµete, et en un groupe de
p¶eriodes. Il obtient au cours de sa construction une compacti¯cation du sch¶ema
semi-ab¶elien, c'est-µa-dire un sch¶ema propre contenant le sch¶ema semi-ab¶elien
comme ouvert dense, et muni d'une action de celui-ci prolongeant son action
sur lui-même par translation.
Faltings et Chai dans [CF90] utilisent cette construction pour obtenir des com-
pacti¯cations des vari¶et¶es de Siegel et de leur sch¶ema ab¶elien universel. Ils ex-
posent ce faisant comment associer µa un sch¶ema ab¶elien d¶eg¶en¶erant l'ensemble
des donn¶ees de d¶eg¶en¶erescence qui permettent de le retrouver en utilisant la
technique de Mumford.
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58 Sandra Rozensztajn

Grâce µa ces m¶ethodes, KÄunnemann, dans [KÄun98], construit des compac-
ti¯cations r¶eguliµeres de sch¶emas semi-ab¶eliens sur un anneau de valuation
discrµete dont la ¯bre g¶en¶erique est ab¶elienne. G¶en¶eralisant sa technique, nous
construisons des compacti¯cations de sch¶emas ab¶eliens sur une base r¶eguliµere
d¶eg¶en¶erant le long d'un diviseur r¶egulier. La m¶ethode requiert l'utilisation
d'un faisceau inversible sym¶etrique ample sur le sch¶ema semi-ab¶elien. En vertu
du corollaire XI 1.16 de [Ray70], tout sch¶ema semi-ab¶elien de ¯bre g¶en¶erique
ab¶elienne sur une base r¶eguliµere peut être muni d'un tel faisceau, nous n'intro-
duisons donc pas de restriction en imposant son existence.
Notre construction a pour application de permettre une compacti¯cation des
vari¶et¶es de Shimura associ¶ees µa certains groupes unitaires et de leur sch¶ema
ab¶elien universel, donnant ainsi des r¶esultats similaires µa ceux de Chai et Fal-
tings pour les vari¶et¶es de Shimura associ¶ees aux groupes symplectiques expos¶es
dans [CF90].
Avant d'¶enoncer le th¶eorµeme, introduisons les d¶e¯nitions suivantes.

D¶efinition 1. S est un sch¶ema r¶egulier noeth¶erien, etS0 un diviseur r¶egulier
de S, W l'ouvert compl¶ementaire deS0. G est un sch¶ema semi-ab¶elien surS,
qui est de rang constant surS0, et tel queGW est un sch¶ema ab¶elien, etL est
un faisceau inversible sym¶etrique ample surG.

Remarque 1. Comme G est de rang constant surS0, il y est globalement
extension d'un sch¶ema ab¶elien par un tore, d'aprµes le corollaire 2.11 de [CF90].

D¶efinition 2. On appelle compacti¯cation de G la donn¶ee d'un sch¶emaP
propre, plat et r¶egulier sur S tel queG ½ P, poss¶edant les propri¶et¶es suivantes :

1. G est dense dansP, et agit sur P par prolongement de son action par
translation sur lui-même.

2. G et P coÄ³ncident surW

3. il existe un entier k positif tel que L ­ k se prolonge en un faisceauL P

ample sur P

4. P0 est un diviseur µa croisements normaux dansP

Le th¶eorµeme s'¶enonce alors :

Th ¶eor µeme 1. Il existe des compacti¯cations deG.

On a même la propri¶et¶e suivante de prolongement des morphismes :

Th ¶eor µeme 2. Soit G1 et G2 comme dans la d¶e¯nition 1, et f un morphisme
de S-sch¶emas en groupesG1 ! G2, qui induit une isog¶enie f ´ : G1´ ! G2´ .
Alors il existe deux compacti¯cations P1, P2 de G1 et G2 et un morphisme
¹f : P1 ! P2 prolongeant f .

L'¶enonc¶e ne fait aucune hypothµese d'existence de faisceaux amples surG1 et
G2, qui r¶esulte en fait des autres conditions du th¶eorµeme : d'aprµes la preuve de
la proposition XI 1.2 de [Ray70], du fait que f ´ est de noyau ¯ni, il existe un
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faisceau inversible ample sym¶etriqueL 2 sur G2 tel que L 1 = f ¤L 2 soit aussi
ample. Nous supposerons dor¶enavant deux tels faisceaux ¯x¶es.

Pour prouver ces th¶eorµemes, nous allons d'abord ¶etudier une situation locale
(base a±ne, complµete) dans le paragraphe 2, puis voir comment on peut d¶eduire
le r¶esultat global d'un r¶esultat local, dans le paragraphe 3.

1 D¶ecoupage du probl µeme

Dans tout ce paragraphe on va se placer dans un cas particulier : le cas oµu la
baseS est irr¶eductible et est complµete par rapport au sous-sch¶emaS0.
Le passage du cas complet au cas non complet est expliqu¶e au paragraphe 3.3.
D'autre part, S ¶etant r¶egulier, les composantes irr¶eductibles deS correspondent
µa ses composantes connexes, on peut donc travailler composante par compo-
sante. Observons en¯n queS ¶etant complet par rapport µa S0, S est irr¶eductible
si et seulement siS0 l'est.

1.1 Cas d'un seul groupe

S ¶etant complet par rapport µa S0, on a une extension associ¶ee µaG, appel¶ee
extension de Raynaud (pour la construction de cette extension voir [CF90] p.
33, ou [Mor85]) :

0 ! T ! ~G ¼! A ! 0

et sur ~G on a un faisceau inversible ample~L provenant de L . ~G est caract¶eris¶e
par le fait que c'est un sch¶ema semi-ab¶elien de rang constant surS dont le
compl¶et¶e formel le long deS0 est le même que celui deG.

D¶efinition 3. On dit que l'extension est d¶eploy¶ee si le toreT est d¶eploy¶e,
de groupe des caractµeres constant, et si~L se descend en un faisceau inversible
ample M sur A.

Lemme 3. Il existe un recouvrement ¶etale ¯ni S0 de S tel que l'extension de
Raynaud du groupe surS0 obtenu par changement de base soit d¶eploy¶ee.

D¶emonstration. En e®et, d'aprµes [D+ 70], th¶eorµeme X 5.16, il existe un telS0

qui permette d'obtenir un tore d¶eploy¶e µa groupe de caractµeres constant, carS
est normal et localement noeth¶erien. Pour ce qui est de l'existence deM , on
se r¶efµere µa [Mor85], I.7.2.3.

D¶efinition 4. On appelle d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee la donn¶ee d'un triplet
(G; L ; M ) oµu (G; L ) est comme dans les donn¶ees et a une extension de Ray-
naud associ¶ee d¶eploy¶ee, etM est un faisceau cubique inversible surA tel que
~L = ¼¤M .

Notons que nous appelons ici d¶eg¶en¶er¶escence ce qui serait appel¶e dans [CF90]
d¶eg¶en¶erescence ample.
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D¶efinition 5. Un morphisme entre d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶ees(G; L ; M ) et
(G0; L 0; M 0) est la donn¶ee def = ( f G ; f L ; f A ; f M ), oµu f G est un morphisme
G ! G0, f L est un isomorphismef ¤

G L 0 ! L , f A : A ! A0 est d¶eduit def G ,
f M est un isomorphismef ¤

A M 0 ! M , et en¯n f L et f M induisent le même
morphisme f ¤

~G
~L 0 ! ~L .

Pour nos donn¶ees (G; L ) sur le sch¶emaS de d¶epart, il existe donc (d'aprµes le
lemme 3) une extension ¶etale ¯nieS0 de S telle que les donn¶ees (G0; L 0) sur S0

obtenues par changement de base forment une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee (pour
un certain faisceauM 0). Comme nous le d¶emontrerons dans le paragraphe 3.2,
on peut d¶eduire une compacti¯cation surS d'une compacti¯cation sur S0, ce qui
explique que l'on s'int¶eresse au cas particulier des d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶ees.

1.2 Cas d'un morphisme

Pla»cons-nous maintenant dans les hypothµeses du th¶eorµeme 2. La construction
de Raynaud ¶etant fonctorielle, f induit f A , f T , f ~G qui font commuter le dia-
gramme suivant :

0 ¡! T1 ¡! ~G1 ¡! A1 ¡! 0
f T # f ~G # f A #

0 ¡! T2 ¡! ~G2 ¡! A2 ¡! 0

D¶efinition 6. On appelle morphisme d'extensions une telle °µeche.

Lemme 4. Il existe une extension ¯nie comme dans le lemme 3 qui convienne
µa la fois µa G1 et µa G2.

D¶emonstration. En e®et, siS1 convient µa G1 et S2 convient µa G2, S1 £ S S2

convient µa G1 et G2.

Aprµes une telle extension, on obtient un morphisme de d¶eg¶en¶erescences
d¶eploy¶ees (G1; L 1; M 1) ! (G2; L 2; M 2). Remarquons que commef ´ est une
isog¶enie, le noyau def est quasi-¯ni, de sorte que f T et f A sont aussi des
isog¶enies.

2 Compactifications locales

Introduisons dµes µa pr¶esent des notations. On noteraS = SpecR, I l'id¶eal
d¶e¯nissant S0 et ´ le point g¶en¶erique deS. On notera Sn = SpecR=I n +1 .
On se restreint dans ce paragraphe au cas oµuS est irr¶eductible, complet par
rapport µa S0 et a±ne. On se donne une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee (G; L ; M ), et
un morphisme de d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶eesf : (G1; L 1; M 1) ! (G2; L 2; M 2).
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2.1 Compactifications ¶equivariantes

Dans ce cadre plus restrictif que celui de d¶epart, nous allons d¶emontrer un
th¶eorµeme l¶egµerement plus fort.
Soit H un groupe ¯ni agissant surS, c'est-µa-dire qu'µa chaqueh 2 H est associ¶e
un automorphisme hS : S ! S, et ce de maniµere compatible. On suppose que
H laisseS0 stable.

D¶efinition 7. On dit que H agit sur la d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee(G; L ; M ),
si µa chaqueh 2 H est associ¶e un morphisme de d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶ees
(G; L ; M ) ! h¤

S (G; L ; M ), ces morphismes ¶etant compatibles entre eux.

D¶efinition 8. L'action de H ¶etant donn¶ee, on dit qu'une compacti¯cation est
¶equivariante si on peut d¶e¯nir sur (P; L P ) une action de H prolongeant celle
sur (G; L ).

Th ¶eor µeme 5. Soit S un sch¶ema irr¶eductible, a±ne, complet par rapport µa
S0, (G; L ; M ) une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee surS, et H un groupe ¯ni agissant
sur cette d¶eg¶en¶erescence. Alors il existe des compacti¯cations ¶equivariantes de
(G; L ).

Th ¶eor µeme 6. Soit S un sch¶ema irr¶eductible, a±ne, complet par rapport µaS0,
(G1; L 1; M 1) et (G2; L 2; M 2) deux d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶ees surS, et f un
morphisme de d¶eg¶en¶erescencesH -¶equivariant et tel quef induise une isog¶enie
G1´ ! G2´ . Alors il existe des compacti¯cations ¶equivariantesP1 et P2 de G1

et G2, et un prolongementH -¶equivariant de f en un morphismeP1 ! P2.

La suite du paragraphe est consacr¶ee µa la preuve de ces th¶eorµemes.

2.2 Donn ¶ees de d¶eg¶en¶erescence

On peut associer fonctoriellement µa une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee un en-
semble de donn¶ees, appel¶e donn¶ees de d¶eg¶en¶erescence. Ici aussi nous appe-
lons simplement donn¶ees de d¶eg¶en¶erescence ce qui serait appel¶e donn¶ees de
d¶eg¶en¶erescences amples dans [CF90]. On a en fait une ¶equivalence de cat¶egories
entre d¶eg¶en¶erescences et donn¶ees de d¶eg¶en¶erescence. L'obtention des donn¶ees
de d¶eg¶en¶erescence µa partir de la d¶eg¶en¶erescence est l'objet du chapitre II de
[CF90]. La construction inverse, due µa Mumford ([Mum72]), est reprise en par-
tie ici pour obtenir une compacti¯cation.

2.2.1 Liste des donn ¶ees

Une donn¶ee de d¶eg¶en¶erescence consiste en un ensemble :
(A; X ; Y ; '; c; c t ; ~G; ¶; ¿;~L ; M ; ¸ A ; Ã), tel que :

1. A est une vari¶et¶e ab¶elienne surS.

2. X et Y sont des faisceaux ¶etales en groupes ab¶eliens libres de même rang
¯ni r , qui sont constants de valeurX et Y .
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3. ' est un homomorphisme injectifY ! X (et donc de conoyau ¯ni).

4. c est un morphismeX ! A t et ct un morphisme Y ! A.
Soit T le tore d¶eploy¶e de groupe des caractµeresX . L'oppos¶e du morphisme
c d¶etermine une extension :

0 ! T ! ~G ¼! A ! 0

On ¯xe un faisceau de Poincar¶eP sur A £ S A t .

5. ¶ est un morphisme Y ! ~G au-dessus dect . Le morphisme ¶ cor-
respond µa une trivialisation ¿ : 1Y £ X

»¡! (c £ ct )¤P ¡ 1
´ , qui est

donn¶ee par un systµeme compatible de sections¿(y; ¹ ) = ¿(1y;¹ ) 2
¡( ´; (ct (y); c(¹ ))¤P ¡ 1

´ ) pour y 2 Y et ¹ 2 X .

¶ d¶e¯nit une action de y 2 Y sur ~G´ par translation, qu'on note Sy .

6. un faisceau cubique inversibleM sur A tel que la polarisation associ¶ee
¸ A : A ! A t v¶eri¯e ¸ A ±ct = c ± ' .

7. ~L = ¼¤M .
On a une trivialisation ¿ ± (idY £ ' ) : 1Y £ X

»¡! (c £ (c ± ' ))¤P ¡ 1
´ .

8. Ã : 1Y´

»¡! ¶¤ ~L ¡ 1
´ est une trivialisation compatible avec ¿.

On notera pour simpli¯er Ã(y) pour Ã(1y ) et ¿(y; ¹ ) pour ¿(1(y;¹ ) .
La trivialisation Ã v¶eri¯e la condition suivante : pour presque tout y 2 Y , Ã(y)
s'¶etend en une section de¶¤ ~L ¡ 1 congrue µa 0 moduloI . De plus, pour tout
y 2 Y; y 6= 0, ¿(y; ' (y)) s'¶etend en une section congrue µa 0 moduloI .
Les deux trivialisations Ã et ¿ d¶e¯nissent des id¶eaux fractionnaires deR : I y

d¶e¯ni par Ã(y), et I y;¹ d¶e¯ni par ¿(y; ¹ ), avec la relation I y+ z = I y I z I z;' (y ) .

Rappelons comment on obtient certaines de ces donn¶ees.¶Etant donn¶ee une
d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee (G; L ; M ), on forme son extension de Raynaud
0 ! T ! ~G ! A ! 0, ce qui fournit ~G, A, et X le groupe des caractµeres de
T, qui est constant puisque on a suppos¶e la d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee. D'autre
part on a un sch¶ema semi-ab¶elienGt tel que Gt

W est le sch¶ema ab¶elien dual
de GW , il forme aussi une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee, d'extension de Raynaud
associ¶ee 0! T t ! ~Gt ! A t ! 0, oµu A t est bien le sch¶ema ab¶elien dual deA.
Ceci nous donneY qui est le groupe des caractµeres deT t , et est le dual deX .

2.2.2 Morphismes de donn ¶ees

Un morphisme entre les donn¶ees de d¶eg¶en¶erescences

(A; X ; Y ; '; c; c t ; ~G; ¶; ¿;~L ; M ; ¸ A ; Ã)

et
(A0; X 0; Y 0; ' 0; c0; ct 0

; ~G0; ¶0; ¿0; ~L 0; M 0; ¸ 0
A ; Ã0)
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est la donn¶ee d'un ensemble de morphismesf A : A ! A0, f X : X ! X 0,
f Y : Y ! Y 0, f ~G : ~G ! ~G0, un isomorphismef L : f ¤

~G
~L 0 ! ~L , et un isomor-

phisme f M : f ¤
A M 0 ! M , ces morphismes v¶eri¯ant toutes les conditions de

compatibilit¶e.
Par fonctorialit¶e de la construction de donn¶ees de d¶eg¶en¶erescence, µa partir d'un
morphisme f : (G1; L 1; M 1) ! (G2; M 2; L 2), de d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶ees,
on obtient un morphisme entre les donn¶ees de d¶eg¶en¶erescences associ¶ees, et en
particulier f ~G : ~G1 ! ~G2 et f A : A1 ! A2 (comme dans le paragraphe 1.2),
f X : X 2 ! X 1 provenant de f T : T1 ! T2, et f Y : Y1 ! Y2.

2.2.3 Propri ¶et ¶es particuli µeres au cas ¶etudi ¶e

Les id¶eauxI y et I y;¹ ont une forme particuliµere dans notre cas.

Proposition 7. Il existe une fonction b : Y £ X ! Z bilin¶eaire, et a : Y ! Z
telles queI y = I a(y) et I y;¹ = I b(y;¹ )

D¶emonstration. Dans notre cas particulier, G ne d¶eg¶enµere que surS0 : sur W ,
c'est un sch¶ema ab¶elien. Rappelons le r¶esultat de [CF90], corollaire 7.5p. 77.
Soit s un point de S, correspondant donc µa un id¶eal premierp de R. Soit Ys

le sous-groupe deY form¶e des ¶el¶ementsy 2 Y pour lesquelsI y;' (y ) n'est pas
contenu dansp. Alors le groupe des caractµeres de la partie torique deGt

s (¯bre
de Gt au-dessus des) est Y=Ys.
Gt ¶etant ab¶elien sur W , si s =2 S0, la partie torique de Gt

s est nulle, et donc
Y = Ys, ce qui se traduit par 8y 2 Y; s =2 V(I y;' (y ) ). Ceci ¶etant vrai pour
tout s =2 S0, on en d¶eduit que pour tout y, on a V(I y;' (y ) ) ½ V(I ). Comme
on sait que I y;' (y ) ½ I µa cause de la condition sur¿(y; ' (y)), on en d¶eduit que
V(I y;' (y ) ) = V (I ). I ¶etant engendr¶e par un ¶el¶ement irr¶eductible$ , I y;' (y ) est
donc de la forme ($ k ) pour un k 2 Z. Les id¶eauxI y et I y;¹ sont donc aussi de
la forme ($ k ) pour un k 2 Z. Il existe donc bien une fonctionb : Y £ X ! Z
bilin¶eaire, et a : Y ! Z telles queI y = I a(y) et I y;¹ = I b(y;¹ ) .

Tous les id¶eaux que nous voyons apparâ³tre sont donc des puissances deI . Tout
se passe donc comme si nous ¶etions dans un anneau de valuation discrµete, ce
qui est exactement la situation ¶etudi¶ee dans [KÄun98], ce qui explique que nous
puissions nous inspirer largement de cet article.

2.2.4 Donn ¶ees de d¶eg¶en¶erescence ¶equivariantes

Soit H un groupe ¯ni agissant sur S, de fa»con que chaqueh 2 H induise
un morphisme de d¶eg¶en¶erescences d¶eploy¶eesh : (G; L ; M ) ! (G; L ; M ). On
obtient pour tout h 2 H une action sur ~G et sur ~L , qu'on note h ~G et h ~L . Ces
actions sont compatibles avec l'action deY , au sens oµu :h ~G ´

±Sy = Sh(y) ±h ~G ´

et ~Sy ±S¤
y (h ~L ´

) = h ~L ´
±h¤

~G ´
( ~Sh(y) ). Ceci nous permet de d¶e¯nir une action de

¡ = Y o H sur ~G´ et ~L ´ par les formulesS° = Sy ±h ~G ´
et ~S° = h ~L ´

±h¤
~G ´

( ~Sy )

pour ° = ( y; h).
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2.3 Mod µele relativement complet

2.3.1 D ¶efinition

¶Etant donn¶ee une donn¶ee de d¶eg¶en¶erescence, on peut d¶e¯nir un modµele relati-
vement complet.

D¶efinition 9. Un modµele relativement complet est la donn¶ee de :

1. ~¼ : ~P ! A localement de type ¯ni tel que ~P est intµegre et contient ~G
comme ouvert dense.

2. ~L ~P un faisceau inversible sur ~P dont la restriction µa ~G coÄ³ncide avec~L .

3. une action de ~G sur ( ~P ; ~N ), oµu ~N = ~L ~P ­ ~¼¤M ¡ 1, qui ¶etend l'action de
~G sur ( ~G; O ~G ) par translation.

4. une action de Y sur ( ~P ; ~L ~P ) not¶ee (Sy ; ~Sy ) qui ¶etend l'action de Y sur
( ~G´ ; ~L ´ ).

v¶eri¯ant les conditions suivantes :

1. il existe un ouvert U de ~P qui soit ~G-invariant, de type ¯ni sur S, et tel
que ~P = [ y2 Y Sy (U).

2. ~L ~P est ample sur ~P.

3. condition de compl¶etude : pour une valuationv de K ( ~G) positive sur R,
on note xv le centre dev sur A. Alors v a un centre sur ~P si et seulement
si, 8¹ 2 X; 9y 2 Y; v(I y;¹ O¹;x v ) ¸ 0.

D¶efinition 10. ¶Etant donn¶e un morphisme de donn¶ees de d¶eg¶en¶erescences
~f : ~G1 ! ~G2, et ~P1 et ~P2 des modµeles relativement complets de~G1 et ~G2 res-
pectivement, on appelle morphisme de modµeles relativement complets un pro-
longement de ~f (not¶e toujours ~f ) en un morphisme entre ~P1 et ~P2 tel que
f A ± ~¼2 = ~¼1 ± ~f , et ~f commute aux actions deY1 et Y2.

2.4 Compactifications toriques

Pour construire notre modµele relativement complet, nous allons construire une
compacti¯cation torique Z de T.
Soit T un tore d¶eploy¶e surS, et X son groupe des caractµeres, de sorte que
T = SpecR[X ®]®2 X =(X ®X ¯ ¡ X ®+ ¯ ; X 0 ¡ 1)

2.4.1 D ¶ecomposition en c ônes

Soit Y un groupe ab¶elien libre de rangr . Un cône rationnel poly¶edral deY ¤
R

est un sous-ensemble deY ¤
R qui ne contient pas de droite, et qui peut s'¶ecrire

sous la forme¾= R+ l1 + : : : R+ ln pour les l i 2 Y ¤.
Une d¶ecomposition d'une partieC de Y ¤

R en cônes rationnels poly¶edraux, ou
¶eventail, est la donn¶ee d'une famille (¶eventuellement in¯nie)f ¾®g®2 I de cônes
rationnels poly¶edraux deY ¤

R telle que chaque face d'un¾® est un ¾̄ pour un
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¯ 2 I , et que l'intersection de deux cônes dans cet ensemble est une face de
chacun des deux cônes, et en¯n que la r¶eunion de tous les cônes de la famille
est ¶egale µaC.
¶Etant donn¶ee une d¶ecomposition deC en cônes, on appelle fonction de sup-
port une fonction © : C ! R qui soit continue, lin¶eaire par morceaux, pre-
nant des valeurs entiµeres surC \ Y ¤, et v¶eri¯e ©( al) = a©(l) pour tout
a 2 R+ ; l 2 C. Une telle fonction est dite strictement convexe si pour tout
cône ¾ de la famille, il existe un entier N et y 2 Y tels que < y; : > jC¸ n©
et ¾= f l 2 C; < y; l > = n©(l)g. Une fonction de support qui est strictement
convexe et lin¶eaire sur chaque cône de la famille est appel¶ee fonction de pola-
risation.
Le cône dual ·¾ est le cône de l'ensemble des ¶el¶ements deYR sur lesquels les
¶el¶ements de¾prennent des valeurs positives.
Le cône¾est appel¶e simplexe si on peut choisir lesl i lin¶eairement ind¶ependants.
On appelle alorsY ¤

¾ le sous-groupe deY ¤ engendr¶e par les ¶el¶ements deY ¤ qui
appartiennent µa une face de dimension 1 de¾. On appelle multiplicit¶e de ¾
l'indice de Y ¤

¾ dans Y ¤ \ (Y ¤
¾ ­ Z Q). Un simplexe de multiplicit¶e 1 est dit lisse.

2.4.2 Construction d'immersions toriques

On va appliquer cela µaY = X ¤ £ Z = ~X . Soit ¾½ X ¤
R £ R+ un cône. On pose

Z (¾) = SpecA¾, oµu :

A¾ = R[¼k X m ](m;k )2 ~X \ ·¾=(X ®X ¯ ¡ X ®+ ¯ ; X 0 ¡ 1)

Si ¿ est une face de¾, on a un morphisme naturel Z (¿) ! Z (¾) qui identi¯e
Z (¿) µa un ouvert a±ne de Z (¾).
¶Etant donn¶ee une d¶ecompositionf ¾®g deX ¤

R£ R+ , on en d¶eduit par recollement
des immersions correspondant µa chaque cône une immersionTW ! Z . On note
que TW ! T correspond au cônef 0g£ R+ , donc dµes que ce cône apparâ³t dans
la d¶ecomposition, l'immersion se prolonge enT ! Z .
Z est r¶egulier si la d¶ecomposition est lisse, et (Z0)red est un diviseur µa croise-
ments normaux stricts.

2.4.3 Construction de faisceaux

Soit ' une fonction de support [ ®¾® ! R. Alors ' d¶e¯nit un faisceau T-
¶equivariant F sur Z de la fa»con suivante. SurZ (¾), on d¶e¯nit le faisceau F¾

comme correspondant au ¡(Z (¾); OZ (¾) )-module :

X

(m;k )2 ~X;< (m;k ) ; > j¾> ' j¾

I k X m

On dit que le faisceauF est ample si les sections deL ­ n , n ¸ 1, d¶e¯nissent
une base de la topologie Zariski deZ . Alors F est ample si ' est strictement
convexe, d'aprµes [KÄun98] 1.18.
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2.4.4 Fonctorialit ¶e

Soit maintenant S0 un ouvert a±ne de S rencontrant S0, T0 le tore surS0 obtenu
µa partir de T par changement de base.T0 ayant même groupe des caractµeres
que T, on peut fabriquer une compacti¯cation torique Z 0 de T0 sur S0 µa partir
de la même d¶ecomposition en cônes que celle utilis¶ee pour construireZ . Alors
on observe queZ 0 est obtenu µa partir de Z par changement de base deS µa S0.
De même pour les faisceaux inversibles obtenus µa partir d'une même fonction
de support.

2.4.5 Morphismes entre immersions toriques

Soit T et T0 deux tores sur S, g un morphisme de T vers T0, S et S0 deux
¶eventails de ~X et ~X 0 respectivement. Alors g induit un morphisme entre les
immersions toriques associ¶ees µa ces d¶ecompositions si et seulement si pour tout
¾2 S, il existe ¾0 2 S 0 tel que g(¾) ½ ¾0.

2.5 Choix d'une bonne d ¶ecomposition

Il s'agit donc maintenant de trouver un bon ¶eventail qui fasse de~P = ~G£ T Z un
modµele relativement complet. L'article [KÄun98] fournit une telle d¶ecomposition
dans le cas oµuR est un anneau de valuation discrµete complet. Expliquons
pr¶ecis¶ement ce que l'on obtient.
On part de

1. X et Y groupes ab¶eliens libres de rangr

2. ' : Y ! X morphisme injectif

3. b : Y £ X ! Z bilin¶eaire telle queb(:; ' (:)) est sym¶etrique d¶e¯nie positive.

4. a : Y ! Z telle que a(0) = 0 et a(y + y0) ¡ a(y) ¡ a(y0) = b(y; ' (y0)).

5. H groupe ¯ni d'automorphismes de (X; Y; '; a; b ) agissant µa gauche sur
X et µa droite sur Y , c'est-µa-dire la donn¶ee pour touth de (hX ; hY ) tels
que ' = hX ± ' ±hY , a ±hY = a, et b(hY (:); :) = b(:; hX (:)).

Posons ¡ = Y o H , la composition ¶etant donn¶ee par :

(y; h)(y0; h0) = ( y + h(y0); hh0)

Alors ¡ agit µa gauche sur ~X = X ¤ £ Z par :

S(y;h ) (l; s) = ( l ±h(:) + sb(y; :); s)

Notons queC = ( X ¤
R £ R¤

+ ) [ f 0g est stable par l'action de ¡.
On d¶e¯nit la fonction Â : ¡ £ ~X R ! R par Â((y; h); (l; s)) = sa(y)+ l ±' ±h¡ 1(y).

D¶efinition 11. On dit qu'un ¶eventail de C est ¡ -admissible si l'ensemble des
cônes est¡ -invariant, et qu'il n'y a qu'un nombre ¯ni d'orbites.

D¶efinition 12. Soit k un entier > 0. On dit qu'une fonction de polarisation ©
est k-tordue et ¡ -admissible si pour tout° 2 ¡ , on a ©(:) ¡ ©±S° (:) = kÂ(°; : ).
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Alors la proposition 3.3 de [KÄun98] donne le r¶esultat suivant :

Proposition 8. Il existe un ¶eventail ¡ -admissible f ¾®g®2 I muni d'une fonc-
tion de polarisation © ¡ -admissible etk-tordu pour un certain k, qui soit lisse,
qui contienne le cône¾T = f 0g £ R+ , et qui v¶eri¯e Sy (¾®) \ ¾® = f 0g pour
tout y 2 Y n f 0g et tout ® 2 I .

On dira qu'un tel ¶eventail est convenable. Revenons µa notre cas.

Lemme 9. Il existe un ¶eventail convenable dans~X .

D¶emonstration. Soit R0 l'anneau local de S au point g¶en¶erique deS0, et
I 0 = IR 0. Alors R0 est un anneau de valuation discrµete complet d'id¶eal maximal
I 0. Soit G0 d¶eduit de G par changement de base deS µa S0 = SpecR0, et T0 son
tore, alors T0 est aussi d¶eduit deT par ce changement de base, ils ont donc
même groupe de caractµeresX . On peut donc utiliser les r¶esultats de [KÄun98]
pour mettre sur ~X un ¶eventail convenable.

Remarque 2. Si (X; Y; '; a; b ) provient de (G; L ; M ), alors pour un entier
k > 0, c'est (X; Y; k'; ka; b ) qui est associ¶e µa (G; L ­ k ; M ­ k ). Supposons que
l'on ait trouv¶e pour ( X; Y; '; a; b ) une d¶ecomposition deC avec une fonction de
polarisation © qui soit k-tordue, alors cette même fonction est 1-tordue pour
(X; Y; k'; ka; b ). Ainsi, quitte µa remplacer L et M par une certaine puissance,
on peut toujours supposer qu'on a associ¶e µa (X; Y; '; a; b ) une d¶ecomposition
munie d'une fonction de polarisation 1-tordue.

Int¶eressons-nous maintenant au cas d'un morphismef : G1 ! G2 H -
¶equivariant. f induit donc des morphismesf Y : Y1 ! Y2, et f X : X 2 ! X 1

commutant µa l'action de H , d'oµu f ~X : ~X 1 ! ~X 2. Comme f ´ est une isog¶enie,
f X et f Y sont des injections.
Fixons un ¶eventail convenable de~X 2. On veut trouver un ¶eventail convenable
de ~X 1 v¶eri¯ant la condition ¶enonc¶ee en 2.4.5, de fa»con µa obtenirZ1 ! Z2

prolongeant T1 ! T2. Consid¶erons les images r¶eciproques des cônes constituant
l'¶eventail de ~X 2. Commef induit une injection de conoyau ¯ni de X 2 dansX 1,
on peut identi¯er ~X 1 µa ~X 2 muni d'une structure entiµere plus ¯ne (c'est-µa-dire
X ¤

1 £ Z ½ X ¤
2 £ Z). L'¶eventail construit pour ~X 2 forme donc un ¶eventail pour ~X 1,

qui est convenable sauf qu'il peut ne pas être lisse. Il su±t donc de prendre un
ra±nement de cet ¶eventail pour obtenir un ¶eventail dans ~X 1 qui soit convenable
et lisse.
Deux tels ¶eventails seront dits compatibles.

2.6 Obtention d'un mod µele relativement complet

On prend ensuite la compacti¯cation torique Z de T obtenue µa partir de cette
d¶ecomposition deX , et on fait le produit contract¶e de cette compacti¯cation
avec ~G, c'est-µa-dire ~P = ~G £ T Z . Autrement dit ~P est obtenu en recollant les
~P(¾®) = ~G £ T Z (¾®).
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On obtient ainsi un modµele relativement complet de ~G, et muni d'une action
de H . La v¶eri¯cation est identique µa celle de l'article [KÄun98], paragraphe 3.7.
Nous avons ainsi construit (~P ; ~L ~P ) dont le quotient donnera une compacti¯ca-
tion ¶equivariante de (G; L ).
Soit f : G1 ! G2 H -¶equivariant, et deux ¶eventails compatibles de ~X 1 et ~X 2,
alors f induit un morphisme entre les modµeles relativement complets associ¶es
aux ¶eventails.

2.7 Du mod µele relativement complet µa la compactification

Le passage du modµele relativement complet µa la compacti¯cation est d¶ecrit
dans [CF90]. Rappelons-en le principe.
Soit ~Pn le changement de base de~P µa Sn (notation d¶e¯nie au d¶ebut du para-
graphe 2). Alors il existe un morphisme ¶etale surjectif¼n : ~Pn ! Pn tel que Pn

soit un quotient de ~Pn sous l'action deY comme faisceau fpqc.~L n se descend
en un faisceau ampleL n sur Pn .
En e®et, il existe un ensemble ¯niE ½ Y tel que pour tout y hors de E,
on ait Sy (U0) \ U0 = ; , oµu U0 = U £ S S0 (cela se d¶eduit des propri¶et¶es
du modµele relativement complet, et dans notre cas cela se verra directement
sur la construction), autrement dit Y agit librement sur ~P0. Alors on d¶e¯nit
facilement le quotient P0

n de ~Pn par mY pour un m assez grand. Ensuite,Y=mY
agit librement sur P0

n qui est projectif donc on peut d¶e¯nir le quotient Pn .
Les (Pn ; L n ) forment un systµeme projectif, d'oµu (Pfor ; L for ) avec L for ample
sur Pfor . (Pfor ; L for ) s'alg¶ebrise en (P; L P ), avec L P ample sur P.
P est r¶egulier et plat sur S, car c'est le cas pour ~P (voir [KÄun98], proposition
2.15).
Il s'agit ensuite de v¶eri¯er que P0 est bien un diviseur µa croisements normaux
dansP. ~P est muni d'une strati¯cation, car c'est une immersion torique, chaque
cône de l'¶eventail correspondant µa une strate, et~P0 est un diviseur µa croisements
normaux dans ~P parce qu'on a suppos¶e l'¶eventail lisse. Lorsque on passe au
quotient cette propri¶et¶e est pr¶eserv¶ee, de plus l'hypothµese queSy (¾®)\ ¾® = f 0g
pour tout y 2 Y n f 0g et tout ® 2 I assure queP0 est muni d'une strati¯cation
index¶ee par les orbites deY dans l'ensemble des cônes, de sorte que (P0)red est
un diviseur µa croisements normaux stricts.
P est alors une compacti¯cation deG, ce qui prouve le th¶eorµeme 5.
D'autre part, si ~f : ~P1 ! ~P2 est un morphisme de modµeles relativement com-
plets, f passe au quotient (car on a suppos¶e que~f commutait µa l'action de Y1

et Y2), et on obtient ¹f : P1 ! P2 prolongeant f : G1 ! G2. Ainsi on a prouv¶e
le th¶eorµeme 6.

3 Recollements

Il s'agit maintenant d'utiliser divers th¶eorµemes de descente pour montrer que
l'existence de compacti¯cations dans le cas d'une base complµete, avec une ex-
tension d¶eploy¶ee, su±t µa obtenir l'existence de compacti¯cations dans le cas
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g¶en¶eral. La partie di±cile est de redescendre les objets, ensuite les morphismes
descendent automatiquement aussi, donc le th¶eorµeme 2 va apparâ³tre naturel-
lement comme cons¶equence de la ¯n de la preuve du th¶eorµeme 1.

3.1 Cas non affine

Proposition 10. Supposons queS est complet par rapport µaS0 et que(G; L )
forme une d¶eg¶en¶erescence d¶eploy¶ee(G; L ; M ). Supposons de plus que nous
avons une action d'un groupe ¯ni H sur S et sur (G; L ; M ), telle queS peut
être recouvert par des ouverts a±nes stables parH . Alors il existe des compac-
ti¯cations ¶equivariantes.

D¶emonstration. Pour chaque ouvert a±ne de S stable par H rencontrant
S0, on peut faire la compacti¯cation localement par la m¶ethode expliqu¶ee
pr¶ec¶edemment. Les compacti¯cations locales obtenues sont compatibles car
elles proviennent de la même d¶ecomposition deX (car tous les ouverts a±nes
consid¶er¶es contiennent le point g¶en¶erique deS0).
La condition d'être un diviseur µa croisement normaux et la condition de pro-
pret¶e ¶etant locales sur la base, le recollement des compacti¯cations est bien une
compacti¯cation.

3.2 Cas o µu l'extension n'est pas d ¶eploy ¶ee

Proposition 11. SupposonsS complet par rapport µa S0. Alors il existe des
compacti¯cations.

D¶emonstration. Il existe une extension ¯nie ¶etaleS0 de S telle que (G0; L 0; M 0)
sur S0 d¶eduite de celle surS soit d¶eploy¶ee. On peut supposer queS0 u! S est
galoisienne.
Soit H le groupe de Galois deS0 sur S. Soit S0

0 la pr¶eimage deS0 par u.
Supposons d'abord que S0

0 est irr¶eductible. Le groupe H agit sur la
d¶eg¶en¶erescence (G0; L 0; M 0) par son action sur S0. Observons queu est a±ne
puisque ¯nie. En particulier, la pr¶eimage d'un ouvert a±ne de S est un ouvert
a±ne de S0 stable par H . On peut donc appliquer le r¶esultat du paragraphe
3.1 µaS0, S0

0 et H . On obtient une compacti¯cation sur S0 munie de l'action du
groupe de Galois, ce qui constitue une donn¶ee de descente. Comme on cherche
µa redescendre un sch¶emaP0 qui est quasi-compact surS0 et muni d'un faisceau
inversible ample L 0, on est dans une situation oµu toute donn¶ee de descente est
e®ective. On peut donc redescendreP0 en un P sur S (cf.[BLR90]).
Comme P0 se d¶eduit deP par un changement de base ¯ni,P est propre sur
S si et seulement siP0 est propre sur S0. D'autre part P0 ¶etant ¶etale sur P,
et (P0

0)red ¶etant un diviseur µa croisements normaux stricts dansP0, P0 est un
diviseur µa croisements normaux dansP.
Dans le cas oµuS0

0 n'est pas irr¶eductible, notons que pourS0 (et aussi pour S0
0)

les composantes irr¶eductibles correspondent aux composantes connexes, du fait
de la propri¶et¶e de r¶egularit¶e. D'autre part, S0 ¶etant complet par rapport µa S0

0,
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chaque composante connexe deS0contient exactement une composante connexe
de S0

0. Alors n'importe quelle composante connexe deS0 est une extension
galoisienne deS, on est donc ramen¶e au cas pr¶ec¶edent.

3.3 Cas o µu la base n'est pas compl µete

Pour ¯nir la preuve du th¶eorµeme 1, il nous faut regarder le cas oµuS n'est pas
n¶ecessairement complet.
On rappelle le r¶esultat suivant ([BL95]) :

Th ¶eor µeme. Soit A un anneau, f un ¶el¶ement simpli¯able de A, F un A f -
module,G un Â-module f -r¶egulier, un isomorphismeÂ f -lin¶eaire ' : Â ­ A F !
Gf .
Il existe alors un A-module f -r¶egulier M et des isomorphismes® : M f ! F et
¯ : Â ­ A M ! G tels que' soit l'application compos¶ee¯ f ± (1 ­ ®¡ 1).
Le triplet (M; ®; ¯ ) est unique µa isomorphisme unique prµes.
Si F est plat sur A f et G plat sur Â, alors M est plat sur A.

Par unicit¶e de M , ce th¶eorµeme s'¶etend en une situation globale surS, donnant
un th¶eorµeme de descente pour les faisceaux quasi-coh¶erents v¶eri¯ant les condi-
tions sur la torsion, donc en particulier pour les faisceaux plats surS. D'oµu un
th¶eorµeme de descente pour les sch¶emas plats munis d'un faisceau ample.
Soit (Ĝ; L̂ ) obtenu par changement de base au compl¶et¶êS deS par rapport µa S0.
D'aprµes la proposition 11, il existe une compacti¯cation (P̂ ; L̂ P ) de (Ĝ; L̂ ), oµu
L̂ p prolonge L̂ ­ k . (P̂ ; L̂ P ) et (GjW ; L ­ k

jW ) deviennent isomorphes aprµes passage

µa Ŝ £ S W , et P̂ est plat sur Ŝ, on d¶eduit du r¶esultat de [BL95] l'existence
d'un ( P; L P ) sur S, dont nous allons montrer que c'est une compacti¯cation de
(G; L ).

Lemme 12. P0 est un diviseur µa croisement normaux dansP.

D¶emonstration. Cette condition se lit sur les anneaux locaux des points deP
au-dessus deS0. Soit x un point de P0 = P̂0 au-dessus du points 2 S0. Alors
OP̂ ;x = OP;x ­ O S;s OŜ;s . Comme OŜ;s est le compl¶et¶e deOS;s selon un certain
id¶eal, les anneaux locauxOP̂ ;x et OP;x ont même compl¶et¶e. La r¶egularit¶e de
l'un est donc ¶equivalent µa la r¶egularit¶e de l'autre. D'autre part la propri¶et¶e
d'être r¶eduit et les propri¶et¶es de dimension sont clairement conserv¶ees.

Lemme 13. P est propre sur S.

D¶emonstration. Il s'agit du corollaire 4.8 de l'expos¶e VIII de [Gro70] : la des-
cente fpqc conserve la propret¶e, or̂P est propre sur Ŝ et GjW est propre sur
W .

Ainsi ( P; L P ) v¶eri¯e toutes les conditions n¶ecessaires pour être une compacti-
¯cation de ( G; L ). Une telle compacti¯cation existe donc bien.
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