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Abstract. In this work, we provide an integral "-adic realization
functor for Voevodsky's triangulated category of geometrical motives
over a noetherian separated scheme. Our approach to the realization
problem is to study nite correspondences from the Nisnevich and
etale local point of view. We set the existence of a local decompo-
sition for nite correspondences which implies the existence of local
transfers. This result allows us to provide canonical transfers on the
Godement resolution of a Nisnevich sheaf with transfers and then to
carry out the construction of the "-adic realization functor. We also
give a moderate " -adic realization functor in some geometrical situa-
tions.
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Introduction

Nous nous ineressons dans cet article a la ealisation des motifs trianguts
geonretriqgues de V. Voevodsky sur un sclema noetlerien epae S dans la
caegorie des coe cients -adiques de T. Ekedahl [11]*. M. Levine a construit
dans [25] une cakgorie trianguke de motifs munie de foncteurs de ealisation
tes greraux. Ce travail fournit indirectement des foncteurs de ealisations
pour les motifs trianguks de Voevodsky dans les cas al les caegories de [2€}
[25] sontequivalentesa savoir essentiellement le cas d'un corps parfaitgb, 22].
Dans [18, 19] A. Huber fait directement le lien pour un corps de caraceristique

INous renvoyonsa l'appendice A pour un rappel sur la constru  ction de cette caegorie et
pour de plus amples pecisions sur les notations utili®e s dans le cadre "-adique.
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608 Florian Ivorra

nulle entre les motifs triangues de Voevodsky et la categorie des ealisdions
mixtes de [16] en construisant un foncteur de ealisation mixte.

Nous commercons ce travail en remarquant que la construction de la cakgorie
trianguke des motifs mixtes geonetriques de [29] se ereralise au stema de

baseS, ce qui nous permet d'obtenir une catgorie trianguke tensorielle que
nous notons DM y4m (S). L'approche faisceautique sur une base egulere fait

I'objet d'un travail en cours de D-C. Cisinski et F. Deglise commene dans

[6]. En convenant de designer par D (S;Z-) la cakgorie des coe cients -

adiques e nie par T. Ekedahl [11], notre esultat principal | le treoeme

4.3 | senonce alors comme suit :

Th eor eme. Le foncteur de ealisation "-adique desS-sclemas lisses de type
ni

R :Sm ! D'(S;Z")
X 7' R x XZS:\ .

se prolonge canoniquement en un foncteur triangué quasiensoriel?
DM gm(S)® ! D*(S;Z:): Q)

(a) Lorsque S est de type ni sur un sclema noetterien egulier de dimen-
sion 1, le foncteur (1) prend ses valeurs dan®?(S;Z-) sous-caegorie
triangukee pleine fornee des coe cients constructibles.

(b) Lorsque S est de type ni sur un corps ni, le foncteur (1) induit un
foncteur triangué tensoriel

DM gm (S)® ! DB (S;Q)

ai le second membre dsigne la cakgorie des coe cients™-adiques mixtes
de P. Deligne [8, 5].

L'approche des ealisations que nous adoptons repose essentiellement sur une
etude locale pour les topologies de Nisnevich etetale des correspondances nies.
Le esultat fondamental a ce sujet | la proposition 2.1 | consiste en un

ra nement de la proposition 3.1.3 de [29] et assure l'existence d'une homotopie
canonique pour certains complexes d€ech assocesa la cecomposition locale
d'un schema pour la topologie de Nisnevich. Dans l'article [9] P. Deligneet A.
Goncharov ont utilie une approche similaire pour construire certains foncteus
de ealisation. Nous renvoyonsa [21] pour le lien entre le travail de A Huber
[18, 19] et le pesent article.

Dans certaines situations geonetriques nous ra honsegalement la construction
pe@dente en un foncteur de ealisation "-adique mocktee | corollaire 4.17.

Les esultats contenus dans cet article ainsi que dans [21] proviennent de la
trese de doctorat de l'auteur [20].

2Nous renvoyonsa la ¢ nition B.1 pour ce qui concerne la ter  minologie utiliee dans cet
article.
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Realisation "-Adique | 609

Conventions

Tout au long de ce travail, nous adoptons la convention suivante.

S cksigne un sckema noetlerien pae et ~ un nombre premier
inversible sur S. Tous les sclemas consicees sont suppoes
noetreriens et epaes.

Nous sortirons parfois, de manere anodine, de ce cadre en consicerant des
eunions disjointes, non recessairement nies, de schemas pris au sens de la
convention peecdente. Cela sera notamment le cas dans la section 2. Nous
notons Schy (resp. Vars) la cakgorie des S-sctemas (resp. desS-sctemas de
type ni) et nous designons par Smg la cakgorie des S-sctemas lisses de type
ni. Le morphisme structural d'un S-sclema X est noe .

1 Motifs mixtes g eometriques

Rappelons que sur un corp$ Voevodsky c nit DM gm & partir de la caegorie
homotopique de la cakgorie des complexes de varees lisses munies des corres-
pondances nies, modulo les relations :

{ Mayer-Vietoris pour la topologie de Zariski

{ invariance par homotopie.

La construction que nous donnons ici est exactement la m&me (en se fondant
sur la theorie des correspondances nies surS de Suslin-Voevodsky), a une
dierence pes : nous remplacons les relations de Mayer-Vietoris pour la to-
pologie de Zariski par leurs analogues en topologie de Nisnevich. Il y a donc
a priori plus de relations, mais il esulte de la proposition 4.1.23 de [P] et
du treoeme 3.1.12 de [29] que les deux constructions concident sur un corps
parfait.

Avant d'introduire les correspondances nies sur une base quelconque, nous
rappelons pour la commodie du lecteur quelques constructions tiees de [28],
ekrencea laquelle nous renvoyons pour un expos complet.

1.1 Quelques rappels sur les cycles relatifs

Soient K un corps, s un K -point de S. Unepaississement des est la donree
d'un trait O et d'une factorisation de s sous la forme

SDans le texte de eérence [29], le sctema de base consid ee est un corps et pour les
besoins de la cemonstration de la conjecture de Bloch-Kato, les constructions sontetendues
a des sctemas simpliciaux lisses sur un corps dans [31].
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610 Florian Ivorra

@  est le point ferne de O et un morphisme birationnel de O sur une
composante ireductible de S contenant le lieu s de s. Le point s est epais
lorsqu'il admet unepaississement. SoitZ un schemaequidimensionnel sur S
de dimensionn dominant la méme composante ireductible queO. Le sctema
O s Z posxde une unique composante ireductibleZ dominant O et cette
dernere est plate etequidimensionnelle surO de dimensionn. Supposons donre
un cycle de la forme X
= z[Z]
z

la somme etant prise sur les sous-sctemas fernmes inegresZ de X qui sont
equidimensionnels surS de dimensionn, les z non nulsetant en nombre ni.
On peut associera le cycle

X

©;; ) = z[SpecK) o Z] (2
z

la sommeetant restreinte aux sous-sctemas fernes qui dominent la méme aqo-
posante ireductible de S que O. On prendra garde reanmoins que pour un
K -pointepais s de S, le choix de lepaississement n'est pas unique et qu'en
toute cereralie rien n'assure que les cycles (2) pour desepaississements gk
tincts soientegaux. Ceci explique l'introduction dans [28, De nition 3.1.3] du
groupe atelien PropCyclequi (X=S; n) forne des cycles

X
= ilZi]
i=1
\eri ant les deux conditions suivantes :
{ Les Z; sont des sous-sctemas fernes inegres deX equidimensionnels et
propres surS de dimensionn 4.
{ Pour tout K-pointepais s de S, le cycle O; ; )~ est independant de
lepaississement (O; ; ) choisi.
L'operation essentielle sur les cycles relatifs est I'operation de changerant de
base
" i PropCyclequi (X=S;n)q ! PropCyclequ (X1=T;n)g

pour un morphisme de scremas : T ! S qui est construite de sorte que I'on
ait
s =(0;; )

pour un K -pointepais s et unepaississement O; ; ) de ce dernier. En gereral
un cycle obtenu par changement de base n'est pas recessairementa coe cients
entiers, en revanche par construction les cenominateurs pouvant apparatre ne
peuvent avoir comme facteurs premiers que les caraceristiques esiduelles de
S aux points images des points greriques des composantes ireductibles d€.

4Dans le casn = 0 cela revienta dire que les  Z; sont nis et dominants sur une composante
ireductible de  S.
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Finalement on introduit le sous-groupe Cequi (X=S; n) de PropCyclequi (X=S; n)
forme des cycles universellement entiers c'esta dire des cycles tels que ~
soita coe cients entiers pour tout morphisme de screma :T! S.

Le changement de base permet alors de c nir I'operation Cor. Soient X un
S-sctema et Y un X -sctema. Supposons donres un cycle 2 Cequi(Y=X;n) et
un cycle 2 Cequi (X=S; m) que l'onecrit

X
= z[Z]
z

la somme etant prise sur les sous-sctemas fernes inegres deX propres et
equidimensionnels sur S de dimensionm. Pour un tel sous-sclkema, on a le
care caresien

Y «Z (z)y (&

242/6(

et on peut consicerer le cycle
X
Cor(; )= z(z)y 2
z

qui appartienta Cequi(Y=S;n+ m) d'apes le corollaire 3.7.5 de [28]. Nous
utilisons dans la suite le lemme suivant.

Lemme 1.1 Soient X un S-screma etp : Y ! Y% un morphisme deX -
sclemas. Pour tout cycle 2 Cequi(Y=X;n) et 2 Cequi(X=S;m), on a

Cor(p ; )= pCor(; )
dans Cequi (Y =S; n+ m).

Demonstration. Par lirearie on peut supposer = [Z] au Z est un sous-
sctema ferne inegre de X. Notons limmersion fermee correspondante, en
utilisant les notations du diagramme commutatif suivant

v O
p"jj4Y40‘ x Z o A/WO
e

Y x §JJ3J3$$
Z Ik
la proposition 3.6.2 de [28] assure que
Cor(p; ) = yo ' p = yopz
= py ~ =pcCor(; )
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612 Florian Ivorra

1.2 Correspondances finies

Hormis un survol dans [26, Appendix 1A], cette notion n'est disponible dans
la literature que dans le cas des corps. L'extension aux sclemas de base quel-
conques® ne pesente aucune di cule et s'aere une application de la treorie
cererale des cycles relatifs de [28]. Nousenorcons sans cemonstration certaes
propreesebmentaires des correspondances nies : on trouvera plus de cktails
dans la trese de l'auteur [20,x2.1].

Definition 1.2, SoientX et Y deux S-sctemas. LesS-correspondances nies
de X dansY sont leseements du groupe atelien

Cs(X;Y )= Cequi(X s Y=X;0):
La composition des correspondances nies est fournie par la relation

= Py Cor(pY T ) ©)

dans laquelle 2 cs(X;Y ) et 2 cs(Y;2).

Remarque 1.3. Dans la formule (3) donnant la composition pX¥# designe la
projectionde X sY sZsurX sZ etpfY laprojectiondeX sY sur
X'. Nous utilisons ce type de notation pour les projections dans le reste de ce
travail.

Dans la suite nous utilisons la notation suivante.

Notation 1.4. Nous dcesignons par |, l'immersion fernee X ,! X sY assocee
a un morphisme de S-sctemasp: X ! Y et par , le graphe de ce dernier.
Celui-ci ¢ nit une correspondance nie de X dansY que nous notons ).

Lemme 1.5 Soient X;Y;Z et W desS-sclemas.
(a) Etant donrees des correspondances nies 2 cs(X;Y ), 2 cs(Y;Z) et
2 cs(Z; W) on a
)=« )
(b) Pour tout morphisme de S-sctemasp: X ! Y et toute correspondance
nie 2cs(Y;Z)ona
[pl=p :
(c) Pour tout morphisme de S-sclemasp:Y ! Z et toute correspondance
nie 2cs(X;Y)ona

Pl  =(@dx sp)
(d) Pour tout morphisme de S-sctemasp: X ! Y etq:Y! Zona
[a [pl=[a pl:

5Le cas plus restreint des scremas lisses de type ni sur une b ase eguliere est traie dans
[6] en utilisant les multiplicies d'intersection de Serr  e. Nous renvoyonsa la proposition 1.8
pour le lien entre ces deux approches.
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En particulier le lemme 1.5 assure qu'en prenant pour objets le$-sctemas et
pour morphismes les correspondances nies, on obtient une catgorie SchCor
munie d'un foncteur pleinement cele

[ ]:Schs! SchCors: 4)

quia un morphisme de sclemas associe son graphe. La c nition suivante est
donc licite :

Definition 1.6. Nous designons par SchCog la caegorie des S-sctemas mu-
nis des correspondances nies ayant pour objet leS-sctemas et dont les mor-
phismes sont donres par

Homscncor ¢ (IXTLIYD = cs(X;Y)

pour desS-sctemasX et Y. La notation VarCor s (resp. SmCok) fait ekrence
a la sous-categorie strictement pleine obtenue en restreignant les objets aux
seuls schkemas de type ni surS (resp. lisses de type ni surS).

L'operation ( correspondance) de [28] permet de e nir un produit associatif
et commutatif sur les cycles relatifs via la composition

S

GF E
Cequi (X=S;0) Vs i? Cequi (X sY=Y;0) Cor
/ 4/éequi (X sY=S)0):

Cequi (Y=S,0) Cequi (Y=S,0)

Ce produit est compatible aux morphismes de changement de base. En posant
pour 2cs(X;Y)et 2cs(X%Y9

=T ) % exe (X))

on ¢ nit sur la cakgorie additive SchCor s une structure tensorielle naturelle
compatible via le foncteur (4) avec la structure mono«dale synetrique induite
par le produit be sur Sch s.

Remarque 1.7. Etant donres des S-sctemas X;Y et une correspondance nie
2 cs(X;Y), le care

x — e x

y — oy

n'est pas recessairement commutatif lorsque n'est pas une correspondance
nie obtenuea partir d'un morphisme de S-sclemas.
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614 Florian Ivorra

La proposition suivante montre que la composition ¢ nie par les relations
(3) concident avec la composition des correspondances nies pour les sctemas
lisses de type ni sur une base egulere obtenue via la treorie de l'intersection
et consiceee dans [29, 6].

Proposition  1.8. Supposons queS soit egulier et que X;Y;Z soient desS-
sclemas lisses de type ni. Alors pour toute correspondane nie 2 cs(X;Y)
et 2cs(Y;2)

(@) les cyclespXy?  etpi%?  s'intersectent proprement,
(b) la composition des correspondances et est donree par

_ XYZ L XYZ XY Z
= Pxz™ Pxy a pyz

al a asigne le produit d'intersection.

Nous utiliserons dans la suite I'extension aux sctemas munis des correspon-
dances nies de l'operation classique de changement de basdtant donres
un morphisme de scremas : T ! S et desS-sclemas X;Y , nous pouvons
consicerer le morphisme de changement de base induit par le morphismex

x ~Cequi(X s Y=X;0)! Cequi((T sX) s(X sY)=T sX;0)
Sachant que l'on a les isomorphismes
(T sX) s(X sY)=T s(X sY)=(T sX) 1(T sY)
ce dernier nous donne en fait un morphisme de changement de base
T s :cs(XY)! o (T sXiT sY):
Nous noterons souvent 1 la T-correspondance nie obtenue par changement

de basea partir d'une S-correspondance nie . Les propreesebementaires du
changement de base sont rassembkes dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.9. Soient :T! S un morphisme de sclemas eX;X %Y;Y%Z des
S-sclemas.

(a) Etant donrees 2 cs(X;Y)et 2cs(Y;Z),ona
T T =( )T

(b) Etant donrees 2 cs(X;Y) et 2cs(Y:Y9, ona
T T=( )T

(c) Si p: X ! Y estun morphisme deS-sctemas alors[p]r =[pr].
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Le lemme 1.9 assure que le morphisme de changement de bake s est
fonctoriel, tensoriel et qu'en outre le care suivant est commutatif

Schs Tgs/échr

[] [1
SchCorg Tg/échCmT:
S

Definition  1.10. Soit S = Schs;Vars;Sms. Un pefaisceau avec transferts
sur S est un pefaisceau additif de groupes ateliens sur la catgorieSCors. Un
faisceau Nisnevich gtale) avec transferts est un pefaisceau avec transfestdont
la restrictiona S est un faisceau Nisnevich (resp.etale). Nous notons Sl (S)
(resp. sr’gt (9)) la cakgorie des faisceaux Nisnevich (resp.etales) avec transferts
sur S.

1.3 Motifs mixtes g eometriques

La topologie de Nisnevich intervient dans cette sous-section via la & nition
suivante.

Definition 1.11 On appelle care distingleeementaire pour la topologie de
Nisnevich, un care caresien excisif de Sng

U xVvV—Jk

u——7%

p (%)

dans lequele est une immersion ouverte etp un morphismeetale.

Definition 1.12 La categorie DM Sm (S) est la cakgorie trianguke tensorielle
DM §,,(S) = K °(SmCors)=Egm (S)

obtenue par passage au quotient par la sous-catgorie triangueeepaissg gm (S)
de KP(SmCors) engendee par les complexes :
{ Homotopie:

[1]
[Ax) " IX] (6)
a X est un S-sclema lisse de type ni et la projection de A} sur X.
{ Mayer-Vietoris pour la topologie de Nisnevich:

lel ( [pD

U sX]t [U] [V]! [X] @)

pour tout care distingue eementaire pour la topologie de Nisnevich de la
forme (5).
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Remarque 1.13 Sachant que le complexe (6) est le cone dans’CSmCors) du
morphisme [AL ]! [X] induit par la projection et que le complexe (7) est le
cone du morphisme canonigue entre le cone du morphisme d&J[ x V] dans
[U] [V]et[X], un foncteur triangué

F:KP(SmCors)! T

se prolonge a la catgorie DM gm(S) si et seulement si les deux conditions
suivantes sont \eriees.

(@) Le morphisme F(A%) ! F(X) induit par la projection est un isomor-
phisme.
(b) Le triangle de Mayer-Vietoris

FU xV)! F(U) FMVM)! FX)! F(U x V)]
est distingLe.

Definition 1.14 La cakgorie des motifs geonetriques e ectifs que nous no-
terons
DM &, (S)

est I'enveloppe pseudo-atelienne de la cakgorie triangueeDM Sm (S).

Remarque 1.15 La caegorie introduitea la & nition 1.14 possde une struc-
ture naturelle de catgorie trianguee d'apes le treoeme 1.5 de [4].

Nous notonsM le foncteur canonique
M :Sms! DM g, (S)

qui a un S-sclema lisse de type ni X associe son motif geonetrique
M (X)) image de l'objet [X] de SmCok dans la caegorie des motifs mixtes
geonetriques e ectifs.

En posant DM g, (S)(n) := DM §,(S), on dispose d'un 2-syseme inductif,
indexe par I'ensemble ordonre Z, de cakgories triangukes tensorielles

n 7! DM g, (S)(n)
avec pour foncteurs de transition sim n
Z(m n):DMg,(S)(n)! DM g, (S)(m)

Par c nition les cakgories des motifs mixtes non e ectifs sont donrees par les
2-colimites de ces sysemes

DM gm (S) := 2-coum DM g, (S)(n):
Ces caegoriesDM ¢n, (S) Feritent d'une structure tensorielle. En e et il s'agit
de voir que la permutation cyclique des facteurs du motifZ(1) Z(1) Z(1)
est lidentie dans DM §, (S) et cette propree esulte du lemme 3.13 de [24].
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2 Localisation des correspondances finies

Dans cette section nous donnons deux esultats de decomposition locale des
correspondances nies pour la topologie de Nisnevich. Nous utilisons de manere

cruciale les proprets des anneaux locaux hengliens lors de la construction de

ces cecompositions, en particulier ces derneres ne possdent pas d'analogue en
topologie de Zariski.

L'existence de ces cecompositions locales est aussi valable lorsque I'on rerapé
la topologie de Nisnevich par la topologieetale. Les cemonstrationssont iden-
tiguesa condition de substituer les anneaux locaux strictement hensliens aux
anneaux locaux hengliens et nous avons choisi pour simpli er la pesentation
de ne donner les cetails que pour la topologie de Nisnevich. Les modi cations
mineuresa e ectuer lorsque I'on consicere la topologieetale sont donrees das
la sous-section 2.4.

2.1 Schemas decomposes

Nous dirons qu'un S-sctema est cecompos pour la topologie de Nisnevich
lorsqu'il est une eunion disjointe non recessairement nie de S-sctemas locaux
hengliens. A un S-sctema X on peut associer fonctoriellement unS-sclema
cecompos pour la topologie de Nisnevich

h a h
X" = Xy
x2 X

eunion disjointe sur les points de X des schemas locaux henglienX [ spectre
de 'anneau local henslienOf., dont on notera le point ferme abusivement
par x. Pour tout point x de X on dispose du morphisme canonique

e

nous donnant un morphisme de schemas?( (XX,

La propree universelle des henslies se traduit par le fait que la compaosition
par I?( induit un isomorphisme

Homscng (D; X M) = Hom sen (D; X ) (8)

pour tout S-sckema D decompos pour la topologie de Nisnevich. On remar-
quera que le morphisme
Iy c(xmhe xh

n'est pas un isomorphisme en greral, mais qu'il admet cependant une section
canoniques?( identi ant X "a un sous-sclema fermre de (X ")" et provenant du
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618 Florian Ivorra

fait que I'anneau local henglien deX [ en son point ferme est canoniquement
isomorphea O%.,

h
s Sy g

i n

Autrement dit dans (X ")" apparaissent des facteurs suppementaires corres-
pondant aux points non fermes desX ).

2.2 Une homotopie canonique

Etant donres un S-sctema X et un X -sckema U, nous notonsCy (U) le sctema
simplicial de Cech dont lesn-simplexes sont donres par le produit be sur X
de n + 1-copies deU

Cx(U)n=UQ+l=|J X {7 X

n + 1 termes

la ieme cegererescence [ etant le morphisme de projection sur chaque facteur
sauf leieme et la ieme face ' le morphisme induit par I'immersion diagonale
sur le ieme facteur. Ce schema simplicial nous d nit un complexe de Cech
augmene dans la caegorie des faisceaux Nisnevich avec transfert$

Cusx © ! Ze[Cx(U)alf™ Zy[Cx (U)n 11! ! Zy[X]  (9)

dont la dierentielle est donree par la somme alterree des morphismes induits
par les cegererescences
X .
dh= (D)
i=0
Dans la suite nous nous ineressons dans un premier temps aux sections de (9)

sur les schemas locaux hengliens puis nous ra nons les esultats obtenus en
consicerant cette fois les bres pour la topologie de Nisnevich.

2.2.1 Cas des sections sur les sch emas locaux hens eliens

Etant donre un S-sckema O, en prenant les sections suitO du complexe de
Cech peedent on obtient un complexe de groupes ateliens

Cux (0): ! Zy UZ (O)! Zy[U(O)! Zy[X](O)! O!

6Nous renvoyons a & nition 1.10 pour la notion de faisceau Nisnevich avec trans-
ferts. Zy [X] designe selon les conventions usuelles le faisceau Nisnevich avec transferts
repesentable assocea X.
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Le esultat essentiel assurant I'existence d'une cecomposition locale canomjue
des correspondances nies consiste en un ra nement de la proposition 3.1.3 de
[29]. Cette dernere assure que lorsqueJ est un recouvrement Nisnevich deX
et O est un sctema local henslien, le complexeCy-x (O) est exact. Lorsque

I'on remplace le recouvrement NisnevichU par le screma cecompos X" le
complexe

Cxn=x (0): ! Zy (XMZ (O)! Zy[XM(©O)! Z,[X](O)! 0!
(10)
est non seulement exact mais devient en fait canoniquement homotopea zro.
Plus peciement :

Proposition 2.1, Soient X un S-sctema et O un S-schkema local henglien.
Il existe des morphismes canoniques

Sxn 1Zu (XM (0)! Zy (XME™T (O)  n 0

satisfaisant aux deux proprees suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
et Ooxn * oxn 1 On =id: (11)

(b) (Fonctorialie) Etant donres un S-sclema local henslien O° et une cor-
respondance nie 2 cs(0O%0), on a un care commutatif

Ze [(XM%]0)
Zy (XML (0) Iz (xM% (09
go;x;n g Xin (12)
Ze [(XM)E]0)
)
Zy (XM (0) ————MZy (XME (09

Remarque 2.2. En pratique pour les applications | [21, 22] et section 4 du
pesent article | seuls les cas n = 0 des propositions 2.1 et 2.7 nous seront
utiles.

Cemonstration. Etant donre un sous-sctema ferme Z de O g X ni et
equidimensionnel sur O, on note W le sous-sctema ferme deO s X" e ni
par le care caresien

w——"——f

O thglb SX:
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Sachant que dans le care peedent les morphismes verticaux sont des immer-
sions fernees et que

0 1
h hA
O SO xpp xX)

n +1 termes
xh xh
ﬁo s X" (o ), © x) (O s 2

n +1 termes

O s(XM%

=(0 sXMY .x

on voit que W5 est un sous-screma ferne deO s (X ")} . En particulier on a
des sous-groupes

Cequi(W2=0;0)  Zy (XM% (0)

e nissant un sous-complexe de (10)
I Coqui(W2=0;0)! Coqui(W7=0;0)! Cequi(Z=0;0)! 0 : (13)

Les complexes (13) sont fonctoriels pour l'inclusion des sous-schemas ferngs
nis etequidimensionnels sur O et on voit que le complexe (10) est la colimite
sur de tels sous-schemas fermes de ces complexes. En e et il s'agit de voir que
pour tout n

colim Cequi (W 0;0) = Zy (X"% (O) (14)

la colimiteetant prise sur les sous-sctemas fernes d€D s X equidimensionnels
et nis sur O. Soit W un sous-sclema ferne inegre de O s (XM%
equidimensionnel et ni sur O. Comme les images d&V par les morphismes

morphisme

induit par (o] |;
0 s(X"p = _Jp ¢xh—"Jb $X

la ieme
projection

sont des sous-sctemas fernes inegres d€©O s X nis etequidimensionnels
sur O, il existe un sous-sctema fermeZ ni etequidimensionnel sur O qui les
contient toutes. Pour un tel Z notre W est un sous-sctema ferrre dew;} ce qui
prouve la relation (14).

Nous allons construire pour chacun des complexes (13) une homotopie cano-
nique. CommeZ est ni sur le sctema local henslien O, il est lui m&me semi-
local henslien” donc decompose pour la topologie de Nisnevich de la forme
a
Z= SpecOz;):

z point ferne
de Z

“Cette propree des anneaux henliens est cruciale, un  raisonnement analogue ne peut
donc s'appliquera la topologie de Zariski.
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En particulier la propree universelle (8) nous assure l'existence d'un unique
morphisme 7 factorisant la projection ; de Z sur X sous la forme

La propree universelle des produits bes nous fournit alors une section ca-
nonique 2 du morphismer via le diagramme

(15)

\\#J
xh —k:
|h

X

On peut alors consicerer les morphismes de sctemas

h _ h : . +1 .
Zn - z Z IdWZn : Wzn ! WS :
Ces derniers \eri ent les relations pouri =0;:::;n
n+1 h  _ h n n+1 h  _ id
i+1 Zn — Zn 1 i 0 Zn —

ce qui assure que les morphismes induits sur les cyclesequidimensionnels

g;x;z;n = ( g;n ) : Cequi (WZr| :Oa O) I Cequi (Wzn+1 :OI 0)

k nissent une homotopie entre l'identie du complexe (13) et le morphisme
nul.

Lorsque Z° est un sous-screma ferme deO s X ni etequidimensionnel sur
O contenant Z, les factorisations peedemment obtenues sont compatibles
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et en particulier la construction de la section 2 assure que le care

7 Hy

h
702 H{pj0

est commutatif et donc que le diagramme obtenu au niveau des cycles
algebriques

h
Coqui (W5 =0; 0) —"Joqi (W7 ™ =O; M

hyn+1
hhzhtZM(x )x -~ (0)

7 0y
Cequi ((W%EOZO, 0) %qui (WO)EB]' :O, 0

I'est aussi. En passanta la colimite sur les sous-sctemas ferme& on obtient
ainsi un morphisme

oxn 1Zr (XML (01 Ze (XML ()

et ces derniers nous donnent une homotopie canonique du complexe (10).
Montrons maintenant que le care (12) est commutatif autrement dit que l'on
a legalie

h —_ h

o%X;n ( )_ O;X;n ( )
pour toute correspondance nie 2 c¢s O;(X")} . Fixons pour cela un sous-

sctemaferne Z deO s X nietequidimensionnel sur O de sorte qu'en notant
n limmersion fermee de W) dansO s (X"} on ait

=(n) N 2 Cequi(Wzn:O;O):

De méme xons un sous-sctema fermeZ de O° s O ni etequidimensionnel
sur O°%de sorte qu'en notant I'immersion fermee de Z dansO° g O on ait

= 2 Cequi (Z:Oo; 0):

Notons alors Z®le sous-sclema ferme deOQ® s O s X c&ni par le care

caresien
7 004@

fini fini

fini Z 4/(:)

fini

o°
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Fixons d'autre part un sous-sctema ferne Z%de O° s X niequidimensionnel
sur O°tel que I'on ait le care commutatif

700 /5o sO sX

fini 204/b0 s X

fini

et convenons de notetW ®le sclema & ni par le care caresien

W OOL/Q 00

OO so 3Xh4/b0 SO s X:

Par & nition Z%est ni sur le screma local henslien O° autrement dit semi-
local henslien et donc cecompog pour la topologie de Nisnevich de la forme

a
ZOOZ Spec @z 00;200) .

2% point ferne
de 2%

La propréet universelle (8) nous assure comme pe@demment I'existence d'un
unique morphisme 7z factorisant la projection 7o de Z%sur X sous la forme

La propret universelle des produits bes nous fournit une section canonique
» o du morphisme r®via le diagramme

00 sO0 $X"—/B° g0 X ) zw

g \
S

X
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On a par ailleurs le diagramme commutatif

0
}}}Z

200

}}}_}} I

z z &h QGLlI-ZO 200
!

l] z0 B
X

ce qui assure que les cares suivants sont commutatifs

z 09;2004@0

h
z

W 00\ 004/(,\/ 0.

h

h
7 00 z0

On obtient ainsi que le diagramme suivant dans lequep, et g, tesignent res-
pectivement les projections induites par les projections d& ®sur Z et Z°

h
(WO9D3L 00 (wofagﬂ%
q 1 M& ;O'I'\ A)%
UG e —— (WO,
h
wg's o0 w

est commutatif. D'autre part on a un care caresien

(W93 00 — V7
z—ob:
Cela donne ainsi
h _ h 00 50 sX 0% so .
ooxin ( )= 0oxn Poo ox ° Corgo j0=00 PpPg ° ;
h i

= go;x;n () (pn) Corzeoo P§

=(94) ( 3on) () Corzeoo p§ 5 —

=( 9%) (Prs1) ( Dooy) COrzego P53~
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D'autre part en utilisant la proposition 3.6.2 de [28] et le lemme 1.1,0n voit
que

h 7 -
( zoop) COrz=oo pPo ;

h z T
Corz=po ( ZOO;n) Po ;

CorZ:OO pé ) ( Q;n) .

ce qui assure nalement que

h _ - h f—
Soxn ( )=( n+1) (Prsa) COrzeoo P5  ( 25)
h i -
0 0% s(x")F™ ° h :
poo SS(X hs)|)1(+1 X COrOD SO:OO p8 sO o:X:n ( )y
— h
- O X;n ( )

2.2.2 Cas des fibres pour la topologie de Nisnhevich

Consicerons maintenant les bres Nisnevich du complexe (9). Rappelons que
pour un point x 2 X on dispose d'un isomorphisme canonique

Xf= lm U
U2(Vvh, )or

al VQ;X esigne la caegorie des voisinages Nisnevich a nes dex. La bre
Nisnevich d'un pefaisceau F au point x est alors donree par

Fx = colim F(U):
u2(vh, )or

Plus gereralement consicerons la ¢ nition suivante.

Definition 2.3, Soit O un S-sclema. On appelle pesentation deO la donree
d'un triplet ( ;U;u) \eri ant les conditions suivantes.
{ est une cakgorie co ltrante.

{ U: I Schs; 7!U estun syseme projectif de S-sctemas indexe par °P
tel que pour tout morphisme ! de le morphisme induit U ! U soit
plat et a ne.

{ u est un isomorphisme deS-sclemasO! Im 5 o U .

Exemple 2.4. La caegorie V&, des voisinages Nisnevich anes dex fournit
une pesentation naturelle du screma local henslien X'. De méme pour un
point y 2 X' en remarquant que I'on a un isomorphisme canonique

XM = lim %

( X)y U2(V;‘<;X yop ;V2(VB;Z yop
on obtient une pesention naturelle du S-sckema local henslien (XQ){). On
remarquera que lorsqueX est (lisse) de type ni sur S les sctemas apparaissant

dans les sysemes projectifs peedemment cecrit sont tous (lisses) de type ni
sur S.
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Notation 2.5. Etant donres un S-sclema X et une pesentation d'un S-sctema
0%l sera commode de disposer des groupes ateliefis

csfO ;X g:= C%Iirlg cs(U ;X)
cs(0%0g:= lim_ cs(0%U) csfO0%0g:= lim_ csfO %u)
Lorsque F est un pefaisceau (avec transferts) on poseegalement
FfOg = cglirgg FU)

de sorte queZy [X]fOg = ¢csfO ; X ) avec les notations peedentes.

On dispose viau d'un morphisme naturel FfOg ! F(O) et les transferts
induisent des morphismes naturels s'inscrivant dans un diagramme commutatif

csf0%0) Ffog — /sfO%0) F(O)

csfo®%0g Ffog — /Ff0 %
(16)
cs (0% Ogy F fOog ———/F (@)

cs(0%0) Ffog —/&5(0%0) F(O):
Etant donre unekment 2 csfO % 0) ou plus gereralement unebment 2
csfO % Og nous designerons dans la suite par
Ff g:Ffog! FfO%

le morphisme induit. On remarquera que si 2 ¢sfO % 0% et _ designe I''mage
de danscs(0O%0) on a la relation

Ff_ g=Ff g Ff g

Nous noteronsegalementFf g: FfOg! F (09 le morphisme induit par un
eement 2 cs(0O%Og. Le lemme suivant nous sera tes utile dans la suite :

Lemme 2.6. Etant donres un S-sctema X et une pesentation d'un S-sclema
O. Le morphisme canonique

Zy [X]fOg! Z[X](O)

est injectif.

8Ces notations peuvent sembler ambigues a priori puisque | ‘'on reglige de peciser
la pesentation choisie. Neanmoins dans la suite cela n'e ntrainera aucune confusion, la
pesentation etant clairement c nie par le contexte. D ans le cas des hen®li®s nous uti-
liserons les pesentations decrites dans I'exemple 2.4.
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Demonstration. Pour tout 2 , le morphisme O! U est plat et ainsi
Cs(U ; X)= Cequi(U s X=U ;0)! ¢cs(O;X)= Cequi(O s X=0;0)

est donre par un simple changement de base plat. Soit 2 cs(U ;X) une
correspondance dont I'image dangs(O; X) soit nulle. Etant donre 2 =,
si Z designe le support de I'image  danscs(U ;X) de , il s'ensuit que
la limite projective du syseme 7! Z est vide. Le tteoeme 8.10.5 de [14]
assure alors queZz est vide pour susamment grand et donc que =0.

L'injectivie en esulte. O

Dans la situation peedente il est possible de ra ner la proposition 2.1 sous
la forme suivante.

Proposition  2.7. Etant donres un S-sctema X et une pesentation d'un S-
sctema local henglien O. Il existe d'uniques morphismes

f oy (Ze (XME fOg! Zy (XME™ fog  n 0
satisfaisant aux deux proprees suivantes.
(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
der T OBn + T Goxn 1 On =id: (17)

(b) (Compatibilie) Le care suivant est commutatif

f h'X'n
Ze (XM fOg — 2% g (XMt fog
(18)

Ze (XM% (0) —— 7z (XME* (0):

Demonstration. L'unicie de tels morphismes cecoule immediatement de la

commutativie de (18) et du lemme 2.6. Il sut donc de donner une construc-

tion de ces morphismes en ra nant la preuve de la proposition 2.1. Introduisons
la cakgorie Cdont les objets sont les couples (Z a1 2 et Z estun sous-
sclkema ferme de U s X ni etequidimensionnel sur U . L'ensemble des
morphismes de (;Z ) dans ( % Z9etant eduita unebment si le sctema  Zg

est contenu dansz§ et vide dans le cas contraire Etant donre ( ;Z ) 2 C, on

note W le sous-sctema ferme deV s X" d ni par le care caresien

w——/%

Uu ¢xh— sX
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ce qui fournit le complexe
L golim Cequ(Wu )25 =U 00! colim Cequ (W )z, =U ;0)!
(19)

Ces complexes sont fonctoriels par rapport aux morphismes dang et en re-
marquant que

colim colim Wy )Y =U 0)= Z. (XM O
(iZ I)2(: 2(=I)opceq“'(( v )z, ;0) = Zy (X7)x fOg

on voit que le complexeCyx n-x fOg est la colimite sur C des complexes (19).
Nous allons construire comme peedemment une homotopie canonique pour
chacun de ces complexes. Il esulte de la preuve de la proposition 2.1 que le
morphismerg : Wo ! Zo possde une section canonique

2. 1Zo! Wo:

En particulier quittea remplacer ( ;Z ) par ( ;Z y ) pour un certaineement
2 ( = )% cette section se rekve en une section du morphisme

hizow

On peut alors consicerer pour tout 2 ( = ) les morphismes de sctemas

h —_ h ; . n n+l .
zo 0= zo  zv Wy g, T(Wu )z, b (Wo )z
Ces derniers \eri ent les relations pouri =0;:::;n
n+1 h — h n n+1l h —_ |d
i+1 Zy )n T Zy n 1 i 0 Zy n T

ce qui assure que les morphismes induits sur les cyclesequidimensionnels
colim 2 = yor Cequi ((Wu )z, =U ;0)

h — i h
P 9o (z yn = colim 2 =yl zy )

colim »( = yor Cequi (Wy )3 =U ;0)

e nissent une homotopie entre l'identie du complexe (19) et le morphisme

nul.

Supposons donre un morphisme ¢Z ) ! ( %z9 dansC. Il esulte de la preuve
de la proposition 2.1 que le care

h
Zo —2 Mg

h
20

2840/8
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commute. Il existe donc 2 et des morphismes I Otels que le care

h
z
zy 2wy

h
z0
yAT— YA

soit commutatif. Cela entrame que le care

h
f 9 x; iz )in

golim, Cequi (Wy )2, =U50) _J/ colim, cequi (W )27 =U ;0)

h
f g X ( 0z On

,colim _ Cequi (WS )zg =U :0) i/ colim cequ (WG )35 =U :0)

I'est aussi et en passanta la colimite surC on obtient ainsi des morphismes
f Goxn (2o (XM fOg! Zy (XM} fOg

fournissant une homotopie canonique du complexeCyn_x fOg. Il esulte
imnediatement de la construction que le care (18) est commutatif. O

Par application du lemme 2.6, la commutativie du care supgerieur de (16)
ainsi que celle du care (12) assurent que les morphismes construits dans la
proposition peedente satisfontegalement le lemme suivant.

Lemme 2.8. (Fonctorialie) Etant donres une pesentation d'un S-schema local
henslien O° et unebment 2 Z, [0]fO %, on a un care commutatif

Zy [(X "% ]f g

Zy (XM% fOg g, (xMy 0%

f g?)o;x;n f gg;x;n
Ze [X"3 ] 9
Zy (XM3™ fog 2l s v (XM fO%:

Corollaire 2.9. Soit X un S-sctema. Le complexe de faisceaux Nisnevich
avec transferts Cy n=yx est universellement exact au sens de Grayson [12].

Bemonstration. |l sut de \eri er que pour toute pesentation d'un  S-sctema
local henslien O le complexe

CynxfOg: | Z, (XM2 fOg! Zz,[x"fog! Z,[X]fOg! 0!

est universellement exact au sens de Grayson. Ceci cecoule de la proposition
2.1 puisque cette dernere assure quéCy n-x fOg est en fait homotopea zro
donca fortiori universellement exact au sens de Grayson . O
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Remarque 2.10. En dcepit de la fonctorialie | lemme 2.8 | des homotopies
construites dans la proposition 2.7, ces derneres ne peuvent gereralement pas
se relever en des morphismes de faisceaux avec transferts. En particulier le
complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts

Cynex © ! Zy (XM2 1 Zy XM Z4[X]! O!

bien qu'exact d'apes le corollaire 2.9 n'est pas homotopea zro en grerd.

2.3 Decomposition locale
2.3.1 Premi ere d ecomposition locale

Nous abordons maintenant la decomposition locale d'une correspondance nie
pour la topologie de Nisnevich. Les morphismes de schamalg.X nous donnent
un morphisme naturel

M P ax [ ]
cs O; X[ 1 e cs(0; X): (20)
x2 X

La remarque suivante esulte immediatement de la ¢ nition des correspon-
dances nies.

L
Remarque2.11 On a un isomorphisme naturelcs(O;X") =~ ,, cs O; X[
s'ingerant dans le triangle commutatif

P h
x2 X [lx;x ]

.y h
XZXCS O,XX -
i
___.-i||II
TELERAN 5

cs(O; XM:

Lorsque O est henglien, la proposition pe@dente nous permet decrire une
correspondance nie 2 c¢cs(O; X) sous la forme d'une somme de contributions
locales X
= [l x  x20s OX]

X
la correspondance  etant canoniqguement determiree par . Plus peciement
on peut deduire de la proposition 2.1 lenon@ suivant.

Corollaire 2.12 Soient X un S-sctema et O un S-sctema local henslien.
Il existe un morphisme canonique
h _ M
cs (0;X) 1 °7 cs O; X[ (21)
x2 X

satisfaisant les proprees suivantes.
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€) g;x est une section du morphisme (20) telle que le care

h
0 ;X

cs (0;X) ' + «ox Cs O; X[

(22)

cs(iX ) cs(X M)

h
e 0: e
cs(0%X) — 2> | A «ox Cs O%X]

soit commutatif pour tout sctema local henslien O° et toute correspon-
dance nie 2 cs(0%0).

(b) Pour un S-morphismeg: O ! X la composante suivant le pointx de
l'image de [g] par (21) est donree par

h _ [@ six=
oix ([ADx = 0 sinon

etant lI'image du point ferne de O et g le morphisme deduit de g

NS

7
SpecQ) g—/é()’(‘ *

Demonstration. Le premier point est une congquence immediate de la propo-
sition 2.1. En e et le morphisme

h
O X

RRD)
Cs(O;X)MéS(O;Xh): wox Cs O; X[

est une section du morphisme (20) d'apes la relation d'homotopie (11), et la
commutativie du diagramme (22) n'est autre que celle du diagramme (12).

Consicerons donc la seconde assertion. Pour reprendre les notations utiliees
dans la cemonstration de la proposition 2.1, nous designons parZ le sous-
sctema ferme de O s X graphe du morphismeg et par W le sctema ¢ ni
par le care caresien

w——"——/%

0 ¢xh—b sx:

Le sous-sclema fermeZ s'identiea l'immersion fernee 4 :0!0 s X
et I'on voit que le morphisme 7 de la dmonstration de la proposition 2.1
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s'identi ea la compose de g et du morphisme d'inclusion : X! X", Dans
ce cas le diagramme (15) est donc de la forme

N
\\# |'>‘<

xh —=—Jk

ce qui prouve que (2) ([g]) = [g]. Par construction du morphisme g;x cela

se traduit par
@] six=

ox ([9)x = 0 sinon

qui n'est autre que legalie souhaite. O

Remarque 2.13 Supposons quexX soit lui méme un sctema local henslien de
point ferne s. On a vu que pour une correspondance nie 2 c¢s(O;X) on
avait une cecomposition locale

h .
= [IX;x] X + S-

sz nfsg{Z }

contribution des points
non fernes

En ereral les correspondances et s ne sont pasegales, autrement dit les
points non fermes de X ont une contribution non nulle dans la dccomposition
locale. Prenons par exemple le cas a1 est la correspondance nie assoceea
un morphisme de sctema. On voit d'apes la seconde assertion du corollaire
2.12 que (

si le morphisme est local

0 sinon.

et que de plus lorsque le morphisme est local non seulement la contribution
globale des points non fernes est nulle mais encore chaque correspondance
assoceea un point non ferrre est nulle.

Compte tenu de la remarque 2.11, le morphisme donnant la decomposition
locale peut étre vu comme un morphisme

ox 1Cs(0;X) ! cs(O;XM): (23)
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On dispose d'un morphisme d'inclusion
[sy]  1es(0:XM) 1 es(05 (XM
et d'un morphisme de localisation

Bn 1Cs(0;XM) 1 s (05 (X ™MM):

Ces morphismes ne concident naturellement pas comme on le voit cea avec
la remarque 2.13. Sachant que le morphismk§'< , n'est pas un isomorphisme en
cereral, il est kgitime de se demander si I'on obtient plus d'informations en
localisanta nouveau le esultat fourni par le morphisme (23). Le lemme suivant
montre qu'il n'en est rien.

Lemme 2.14 Soient X un S-sctema et O un S-sctema local henslien. Le
diagramme suivant est commutatif

h
cs(0;X) — 2% Ik O; %N
h h (24)

03X oxx h

h
s O:xh — B e onxmyn

Bemonstration. Fixons une correspondance nie 2 cs(O; X)) et designons par
Z son support qui est un sous-sclema ferme dé®© s X ni etequidimensionnel
sur O. Notons Z le support de la correspondance nie

by ()2cs O;xM

qui est un sous-sctema ferme deO s X" ni etequidimensionnel sur O. On
a alors un diagramme commutatif

e
L, hy y b

o thglb S(xh)h;/é%Gthgb s X:

Le sctema Z est semi-local henslien donc de la forme

a
z= SpecOz:):

z point ferne
de Z
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Notons z;;:::;z, ses points fernmes et cesignons parxq;:::;X, leur projection
sur X . Par construction de la section 2 le diagramme (15) est commutatif et

B()= (D (O

En particulier on voit que les points fernmes du sctema semi-localZ se projettent

recessairement surxsy;:::;X,. Cela entrame que , est en fait le morphisme
d'inclusion de Z dans W et donc que
h i
h h —_ h
0:X h O;X ( ) - O;X ( )

danscs O; (XM . Ce qui prouve la commutativie du diagramme (24). [

En particulier lorsque I'on se donne une correspondance nie 2 cs(X;Y ), on
peut associera un point x de X et un point y de Y une correspondance nie
xy du screma X dans le sctemay,” donree par

xy = ;Q;Y( [l?(;x ])y

On obtient ainsi une cecomposition locale pour la topologie de Nisnevich dda
correspondance de la forme

X
1= Iyl e
y2yY
Notation 2.15 Pour un morphisme deS-sclemag: X ! Y etun point X nous
notons @ le morphisme de sctemas locaux hensliens ceduit deg

Xoo—*00

| h

(h
Yig (x)

Xix

h
h Ix fi,h .
Xx Nt
La proposition suivante explicite le comportement par composition et ieration
de cette decomposition ainsi que la nature de la dccomposition obtenue dans
le cas d'un morphisme de sctemas.

Proposition  2.16. Soient X;Y et Z desS-sclemas.

(a) Etant donrees des correspondances nies 2 cs(X;Y ) et 2 cs(Y;2),
on a pour tout point x 2 X etz 2 Z legalie
X
( Ixz = yiz Xy - (25)
y2yY

(b) Etant donre un morphisme g: X ! Y de S-sctemas on a

(
gy =

o siy=g(x)

0 sinon.
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(c) Etant donree une correspondance nie 2 cs(X;Y ), on a legalie dans
cs XYY (

Cxgdep = 0 SIZZY

0 sinon
pour tout point x de X et tout point z du schema local hensalienYyh.

Demonstration. Le second point est une conequence imnediate du corollaire
2.12. La formule de composition (25), se ceduit desegalies

0 1
X
—_ h h —_ h h
( )X;Z - X;‘;Z [IX;)(] 2 - XQ;Z @ [IY;y] x;yA
y2yY 2
— X h [Ih ]
- Yyh;z Y;y z Xy
)S(ZY
= yiz Xy
y2yY

dans lesquelles nous avons utili® la commutativie du diagramme (22). La
dernere assertion est quanta elle un corollaire du lemme 2.14. O

Nous donnons maintenant le lien entre la dccomposition locale du produit ten-
soriel de deux correspondances nies et le produit tensoriel des decompositions
locales.Etant donres deux S-scltemasX et Y, la propree universelle (8) nous
donne un morphisme

m
(X s Yo Sin o gyh
(1%) s(y)

X sY (

X sY:
Ces morphismes font du foncteur ( )" un foncteur quasi-mono«dal synetrique.

Lorsque I'on se xe un point e du produit X sY se projetant surx ety on a
une factorisation

h
my. e
(X sY)E——XD) s ()
m;'Y
X sY)h—— Ik gv:
Le comportement des decompositions locales par rapport au produit tensoriel

des correspondances nies est donre par le esultat suivant.

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



636 Florian Ivorra

Proposition  2.17. Soient X;Y;X %Y?desS-sclemas, 2 cs(X;X 9 et 2
cs(Y; Y9 des correspondances nies. Pour tout pointe de X sY et tout point
x%de X%et y?de Y° on a legalie

h i X h i

h
xx0  yyo© My.v.e

— h

mX 0-y 0-g0

0 : 0 0 ' ' E;eo
e’ point de X sY

se projetant sur  x% et y°

danscs (X s Y)n: (X9, S(YO)SO'

Demonstration. Pour simpli er convenons de noter E le produit X sY, E°
le produit X° s Y© et de cesigner par EJ0 'ensemble des points deE° se
projetant sur x° et y°. Le lemme sera cemonte lorsque nous aurons \erie la
formule

h h h
[Mxoyol  Engo (1 .
C_h, ' ; i (28)
= XPix o [IX;x ] yh:yo [Iy;y] [mX;Y;e ]Z
En e et on a d'une part
X h [
h h h _ h
[my oY o] ENEO [IE;e] = My 0.y 00 oo
x%2X 2e02E 0 o '
y°2Y° y
et d'autre part
h h h h h I h
XX [lx;x ] yh;yo [lY;y] [mx;y;e ] .
’ X h oo
= xx0 yyo  Myye !
x%2 %0
y°2Y°

Il su t alors d'identi er facteur direct par facteur direct pour voir que legalie
(26) n'est qu'une reformulation du esultat chercte.

Fixons un sous-sctema ferneZ de XQ s X9 ni etequidimensionnel sur
le screma local henslien X! de sorte qu'en notant ; limmersion fermee
assoceea ce dernier on ait

M 1=(z )~

pour un uniqueeement — de Cequi (Z =X[; 0).
Choisissons de méme un sous-sclema ferng de Yyh s Y %equidimensionnel

ni sur Yyh de sorte qu'en notant ; l'immersion fernee assoceea ce dernier
on ait

09,1=Cz) "

pour un uniqueebment  de Cequi (Z =XJ';0).
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Notons comme peedemment W et W les schemas & nis par les cares
caresiens

w —Ib w — If

w

4 w

Xh g (xoh —Jkh oxO Yo (YO —Jkh g YO

‘

etposonsZ = Z sZ etW =W sW . Nous avons alors un care caresien

w Iy

z

w

XPosY (X" s(YOh —IKD Y SE®

Consicerons par ailleurs les sctemas & nis par les cares caresiens

My

GF

WO My 7 Iz

w z z

WO
ED s (E9" —TEN s (X9" s (YO" —JED SEO Ky sYy sE°
Eb ——— kP sy

m ye

XYe

Notons p et g les projections deX! s Yyh sur le premier et le second facteur.
Par ¢k nition du produit tensoriel des correspondances, on a
A A h . i h . i
[IX;x ] [lY;y] = p [IX;)i( ] )(L1 SIY]Vh q i[lY;y]
= p~(|§)7 xh Syyh q~(Z)7
i

:( Z) p~7 X P Syyh q~

Convenons de noter— le cycle algbrique
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appartenanta Cequi (Z=X{ s Y,";0). Cela nous donne
i
Moyl Cheo [Re] =Gder smioya) (wo) (5) miy.~
' [
=(w) 2) Mive
[
=mye (W) (3 s 7))
On a par ailleurs legalie
A ) h . i h A i
(w)(z s z)*:hIo~ (w)(z)™ hX; ovp 4 (w) (z)
[ [

— h h h h
- xQ;xO [IXJX ] Yyh Y 0 [IY;y]

On obtient ainsi

h h h
[Myovol  gheo [ge]

— h h h h
- ?X;Y;e X2:xo [IX;x ] Y,y o i [IY;y]
— h h h h h
= X Q X0 [|X;X ] Yyh 2y 0 [ly;y] [mx;y;e ]

ce qui prouve la formule (26). O

2.3.2 Decomposition locale raffin ee

Supposons donres une pesentation d'unS-schema local henslienO ainsi qu'un

eement  de csfO ; X). On peut alors constater en utilisant le casn = 0 de
la proposition 2.7 que la correspondance x pe@demment construite provient
en fait d'un uniqueeement f g, decs O; X[} \eriant

X h
= [IX;x] f gX
X
dans cs fO ; X ). Designons par flgg‘cx lebment de cs XP;X induit par les

morphismesU | X pour U parcourant VQ;X . Une correspondance nie 2
cs(X;Y ) possde alors une cecomposition locale ra ree de la forme

X

figh, =  [9.]1 f o« f ge 2cs XMYP

XX Yy Xy Xy S X1 Ty
y2yY

f gcy ayant pourimage y danscs X;Y," .

Notation 2.18 Soientg: X ! Y un morphisme etx un point de X . Pour tout
V2 VQ;Q(X) le morphismeg ¢ nit uneement dans cs X[;V et la collection
de cesekements ¢ nit uneement

foof 2 cs XY
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Les proprees de ces cecompositions locales ra rees se deduisent directement
du lemme 2.6 et de la proposition 2.16.

Proposition  2.19 Soient X;Y et Z desS-sctemas.

(a) Etant donrees des correspondances nies 2 cs(X;Y ) et 2 cs(Y;2),
on a pour tout point x 2 X etz 2 Z legalie

X
f Oxz = yz T Ogy: (27)
y2yYy

(b) Etant donre un morphisme g: X ! Y de S-sctemas on a

(
fogo siy= g(x
Fldlgxy = 0ggx sin{)n o

danscs X):Y) .
(c) Etant donree une correspondance nie 2 cs(X;Y ), on a legalie dans
cs XYY
(

f g siz=y
ff . o = '
Gcy Gxz 0 sinon

pour tout point x de X et tout point z du schema local hen$lienYyh.

Soient X;Y deux S-sctemas ete un point de X sY se projetant surx ety.
Lidentie de X s 'Y induit pour tout U 2 V&, ;V 2 V. unekment dans

cs (X s Y)Q; U sV etlacollection de ceseements donne unekment de

fmghye 2Cs (X sY)LXD oY

ayant méme image que r[ng‘(;Y;e] danscs (X sY)B:XQ sY) .
Proposition  2.20. Soient X;Y;X %Y?desS-scltemas, 2 cs(X;X 9 et 2
cs(Y; Y9 des correspondances nies. Pour tout pointe de X sY et tout point
x%de X%et y?de YO, on a legalie
) X h A i n 0
fogxo fogyyo fmoyy, = My oy 0,0
e’ pointde X° g Y°
se projetant sur  x% et y°

n
danscs (X s Y) (X9, S(YO)SO'
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2.4 Cas de la topologie etale

Les cemonstrations donrees dans la section peedente s'adaptent parfaitement
au cas de la topologieetale, il sut pratiquement pour cela de remplacer les
anneaux locaux hensliens par les anneaux locaux strictement hensliens. Dans
cette sous-section nous avons rassembk lesenones des esultats obtenus pour
la topologieetale tout en pecisant les modi cations mineuresa e ectuer.

Nous xons pour tout point s de S une cléture algebrique —(s) de (s) et nous
esignons pars le point geonetrique de S & ni par la cléture alggbrique  —(s).

Definition 2.21 Un bon point georetrique X est la donree d'un point x 2 X
et d'un plongement (x)! —(s) le point setant Iimage de x dansS.

Lemme 2.22 Les bons points geonetriques possdent les propetssuivantes.

(a) L'image par un morphisme de S-sclemas d'un bon point georretrique est
un bon point gonetrique.

(b) Les bons points geonetriques forment un ensemble coresvatif de points °
pour la topologieetale sur Vars.

Cemonstration. La premere assertion est imnediate, quant a la seconde
d'apes la remarque 3.13.b de l'expos VIII de [2], il sut de voir que les
points d'un S-sctema de type ni X fermes dans leur bre sont le lieu d'un
point bon geonetrique. Or pour un point x de X ferne dans sa bre, I'exten-
sion (x)= (s) est nie et il existe bien un morphisme de corps de (x) dans la
cléture algebrique O

Nous appellerons bonS-schema local strictement henslien la donree d'un S-
sctema strictement renslien O et d'un isomorphisme! : I —(s) de (s)-
extensions ask est le corps esiduel deO et s est I'image dansS du point ferme

de O. Les henglies stricts d'un S-sckema en un bon point geonetrique sont
canoniquement des bonsS-sctemas strictement hengliens. Etant donre un

bon S-sctema strictement henglien (O;! ), on remarquera pour l'adaptation
des cemonstrations pe@dentes au cas de la topologieetale que le©-sclemas
nis sont canoniquement des eunions disjointes de bonsS-sctemas locaux
strictement hensliens.

A un S-sctema X, on peut associer fonctoriellement leS-sctema X s

xsh= Oy,

X
X bon point
gonetrique

Ce dernier est la eunion disjointe, sur les bons points georretriques deX , des
schemas locaux strictement hengeliensX Xih spectre de I'anneau local strictement
henslien O, dont on notera le point ferme abusivement par X.

9Pour un sctema qui n'est pas de type ni sur S on prendra garde que I'ensemble des
bons points geonetriques peut étre vide.
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Pour tout bon point geonetrique X de X on dispose du morphisme canonique

Ish
X; x

nous donnant un morphisme de schamadf(h : Xsh 1 X. Comme dans le cas
henslien, le morphisme

ISh

o :(XSh)Sh I Xsh

n'est pas un isomorphisme en gereral mais admet cependant une section cano-
nigue s identi ant X S"a un sous-sclema ferne de (X S")s" et provenant du
fait que l'anneau local strictement henglien deXXEh en son point ferrme X est
canoniquement isomorpheaOg’ .

s| sh sl
woh Sl shysn o K

\\_/

id on

Autrement dit dans (X S")s" apparaissent des facteurs suppementaires corres-
pondants aux bons points georretriques distincts des points fermes desXxih.

Dans le casetale, le complexe consicte est le complexe d€ech assoce au
X -sclema X s"

Cxsn=x (0): | Zy (XMZ (0)! Zy[XS")(O)! Z,[X](O)! o
On a alors l'analogue de la proposition 2.1.

Proposition  2.23 Soient X un S-sckema et O un bon S-schkema local stric-
tement henslien. Il existe des morphismes canoniques

Sn 1 Zp (XSME (0)! Zy (XSMFT (0)  n 0
satisfaisant aux deux proprees suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations

sh sh —id -
On+1 oxn ¥ oxn 1 dy =id:

(b) (Fonctorialie) Etant donres un bon S-schema local strictement henslien
009 et une correspondance nie 2 cs(0%0) on a un care commutatif

Ze [(X*M)% ]

Zy (X°M)% (09 Iz (XM (0)

sh sh
00xn O ;Xin

Zy [(XSM)E )0
Zy (XM (09 ¥/ku (XM (0):

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



642 Florian Ivorra

De méme on disposeegalement de l'analogue de la proposition 2.7.

Proposition  2.24 Soient X un S-schema et une pesentation V d'un bon
S-schema local strictement henselien O. Il existe d'uniques morphismes

f g 1Zv (XML fOg! Zy (XSM3™ fOg  n 0

satisfaisant aux deux proprees suivantes.
(@) (Homotopie) On a pour tout n les relations

Aot T Ooxn + T G 1 On =id: (28)

(b) (Compatibilie) Le care suivant est commutatif

f gl .
Zy (X)L fOg — %" g (xshI*L fog
(29)

sh
Zy (XM (0) —2 7 (XM (0):

Sachant d'apes le lemme 2.22 que les bons points geonetriques fournissentne
famille conservative de points pour la topologie etale, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.25 Soit X un S-sclema de type ni. La restriction a la
cakegorie VarCors du complexe de faisceauxetales avec transfertSy s» -y est
universellement exact au sens de Grayson [12].

Lorsque I'on se donne une correspondance nie 2 cs(X;Y ) et des bons points
geonetriques X;y de X et Y, le casn = 0 de la proposition 2.23 fournit une
cecomposition locale pour la topologieetale de la correspondance de la forme

I C B R (30)
x;x1 ~ Yy Xy-

Yy bon point

gonetrique

En utilisant le cas n = 0 de la proposition 2.24 on voit nalement que la
cecomposition locale pe@dente se rane en

sh _ X sh
floy x = vyl f oky
y bon point
gonetrique
al flgf(*;‘f 2 csfXS"; X) est induit par les morphismesU ! X pour U 2 V&
Soientg: X ! Y un morphisme etx un point de X . Pour tout V 2 Vi*;‘g < le

morphismeg & nit uneement dans  csf Xxih ; V) et la collection de cesekments
e nit unekment
fooy 2 csf X3 Yo:
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Proposition  2.26. Soient X;Y et Z desS-sclemas.

(a) Etant donrees des correspondances nies 2 cs(X;Y ) et 2 cs(Y;2),
on a pour tout point bon point geonetrique X de X et tout bon point
georretrique Z de Z legalie

f Oxz = yz T Oxy:
Y bon point

@onetrique

(b) Etant donre un morphisme g: X ! Y de S-sctemas on a

fogg' siy=g X

Hlolgey = 0 sinon

h.ysh
danscsfX ,YVS g
(c) Etant donree une correspondance nie 2 cs(X;Y ), on a legalie dans
osTXE" (Y3
(
f gxy sSiz=y
foGoyGoz= o o0 o
0 sinon
pour tout bon point georretrigue X de X et tout bon point georretrique z
du sclema local strictement hen$lienY7‘°'h.

Comme dans le cas de la topologie Nisnevich, ces cecompositions locales se
comportent bien par produit tensoriel. Etant donres deux S-sctemasX etY
ainsi qu'un bon point geonetrique € de X s Y se projetant surX et y nous
avons un diagramme naturel

m;";‘Y;@
(X s V)P X s ()

mf(hY
(X sY)sh —— Ik ov:

L'identie de X Y induit par ailleurs uneement dans csf (X SY)%“;U sV)
pour tout U 2 V§! 1V 2 Vir}y. La collection de cesekments donne unekment
fmglly. e 2 (X s Y)FHXP sY'g

ayant meme image quemyy. ] danscs((X s Y)§i X3 s Yoo
Proposition  2.27. Soient X;Y;X %Y?desS-scltemas, 2 cs(X;X 9 et 2
cs(Y; Y9 des correspondances nies. Pour tout bon point geonetricque & de

X s Y et tout bon point geonetrique € dth0 s Y9 on a legalie
i n )

h _ _sh
f Ox; x° f %?T) f mg?(;Y;é - m?( 0,y 0,g0 &g

danscsf(X s Y)F(X9% s (Y955).
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3 Resolution de Godement et transferts

Rappelons qu'une monade dans une cakegori€ est la donree d'un endofoncteur
M de C et de transformations naturelles : MM ! M et :id! M pour
lesquelles les diagrammes

M M
M fam 96— MMM ——Mm
. W M
id m id
M MM ——/M
sont commutatifs. Etant donree une monade (M; ; ), I'un des nombreux ava-

tars de la construction bar permet d'associera un objet C de C un objet

cosimplicial B (M; C) de C muni d'une coaugmentation deC dans ce dernier.
Les n-cosimplexes sont donres par l'objetM "*1 C de C, les codegererescences
par les morphismes

Ne=MiM"ti .M"™cCI1 M"C i=0;:::;n 1
et les cofaces par les morphismes

nla=miM" T oM"Cl M™C  i=0;:n

Dans la suite de cette section nous xons une catgorie&s = Schg; Vars ou Sms,
tous les pefaisceaux sont ¢ nis sur S et nous renvoyonsa la c nition 1.10
pour la notion de faisceaux avec transferts.

3.1 Cas de la topologie de Nisnevich

Nous allons maintenant appliquer les esultats concernant la localisation Ng-
nevich des correspondances nies que nous avons obtenus dans la sous-section
2.3. Rappelons ques designe 'une des cakgories suivantes Sck; Vars ou Sn.
Dans la suite, nous designons parsx la composante suivant le pointx d'un
ebment s du produit
FfX /g
x2X

Par e nition FfX[g correspond a la bre Nisnevich de F au point x.
Designons par Gyis la monade de la categorie des faisceaux Nisnevich ¢ nissant
la esolution cosimpliciale de Godement.Etant donre un faisceau Nisnevich F,
cette dernéere se caracerise de la manere suivante.

(a) Les sections surX du faisceau NisnevichGyis F sont donrees par

Y
Guis F (X) = FfXJg
x2X
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les morphismes structurauxetant cetermires par lesegalies
h [
GNisF(p)(S) « =F fpgg (Sp(x))

dans lesquellesx est un point de X, p: X ! Y un morphisme de S-
sctemas ets unekment de GyisF (Y).

(b) Le morphisme structural ¢ se trouve donre par
h [ .
F(s) =F flgg, (9

pour uneement s de F(X).

(c) Le morphisme structural ¢ concide avec la projection sur les compo-
santes assocees aux points fermes deX [ via le morphisme naturel
Y Y n X ¢
(G\IisG\lisF)(x)! F Xx z :

x2 X ZZXQ

Nous notonssy.; la composante suivantx;z de l'image d'une sections
par le morphisme peedent de sorte que ¢ (S)x = Sxx -

La esolution cosimpliciale de Godement d'un faisceau NisnevichF est par
e nition le faisceau Nisnevich cosimplicial

GusF = B (Guss; F):

Ce dernier nous fournit un complexeG,;, F de faisceaux Nisnevich de termes
Glis F = G F et dont les dierentielles sont donrees par la somme alterree
des morphismes cofaces.

Remarque 3.1 La famille formee de ces foncteurs bresF 7! FfX[I'getant
conservative, 'augmentation canonique

F! GusF
est un quasi-isomorphisme!® de complexes de faisceaux Nisnevich.

Proposition 3.2 Il existe une monade canoniques;; de la caegorie Shy; (S)
rendant le care suivant commutatif

SH (S) —Bhis (9)
Glis

S (S —Bhis (9):

Gnis

101 s'agit d'une propree classique de la esolution de G~ odement prouee par exemple
dans [25, Part I, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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Demonstration. Il sut de montrer que pour un faisceau Nisnevich avec trans-
ferts F, le faisceau NisnevichGyis F est canoniguement muni de transferts et
que les morphismes

F:F! GuisF F-GuisGusF ! GusF

sont des morphismes de faisceaux Nisnevich avec transfert&tant donree une
correspondance nie 2 cs(X;Y ), on peut associera une sectiors de Gyis F (Y)
la section deGyjs F (X)) donree par

X
GuisF( )(s)x = Ffoogey (sy):

y2y

On obtient ainsi un morphisme de groupes aleliensGyis F( ). Lorsque I'on se
donne une correspondance nie 2 cs(Y;Z), la formule de composition (27)
de la proposition 2.19 nous assure que pour un poirk de X

X X X
Guis F ( )(S)x = Fff Oxz 9(sz) = Ffoyz f Oxyd(s:)
X X 2227 h zIZZ §<2Y h i
= Fff g9 Fff 0y0(s;) = Fff gy 9 GusF( )(S)y
2272 y2Y h i y2Y

C':Nis.F( ) C':NisF( )(S) «
et donc que cette ¢ nition est fonctorielle :
Guis F ( )= GusF( ) GusF():

Par ailleurs pour un morphismep: X ! Y de S-sclemas, la seconde assertion
de la proposition 2.19 nous donne

Gus F ([PN)(S)x = Fff pgla(Sprx)) = Guis F (P)(S)x:

Les morphismesGyis F ( )etendent donc la structure usuelle de pefaisceau en
une structure de pefaisceau avec transferts. La construction des germes de
correspondances locaux utilies assure que

h X h X
Ffflg a9 = FIIV,1 f gyos)=  Fff goyos)
y y

F()(s)x

= GusF( )( F(9)x
autrement dit que ¢ est un morphisme de faisceaux avec transferts. Il reste
a montrer que ¢ est aussi un morphisme de faisceaux Nisnevich avec trans-

ferts. Pour une sections appartenanta Gyis Guis F (X) on obtient en utilisant
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la troiseme assertion de la proposition 2.19

X h i
F(GuisGuisF( )(98)x = F GusFff Ox;y g(sy)

QY x '

= F ff gx;y Ox;z (Sy;z)
Y2Y 722y

= Fff Oy 9(Syy) = GusF( )( F(9)):
y2yY

Ce qui acteve la cemonstration. O

La proposition 3.2 assure en particulier que la esolution cosimplicialede Go-
dement G, F d'un faisceau Nisnevich avec transferts est canoniquement munie
de transferts et qua fortiori le complexe G, F est un complexe de faisceaux
Nisnevich avec transferts quasi-isomorpheaF dans la cakegorie des complexes
de faisceaux Nisnevich avec transferts. Cela entrame en particulier que les
pefaisceaux de cohomologie Nisnevich

X 70 HL (X F)

d'un faisceau Nisnevich avec transferts sont canoniquement munis de transferts,
esultat se deduisant par ailleurs de la proposition 3.1.8 de [29, chapter5].

Nous allons maintenant voir que les tranferts ( naturels ) peedemment
construits sur la esolution de Godement sont en outre compatibles avec la
structure tensorielle de cette dernere.

Definition 3.3, Nous appelons faisceau Nisnevich (resp. avec transferts)
quasi-monodal symretrique la donree d'un faisceau Nisnevich (resp. d'un fais
ceau Nisnevich avec transferts} et pour tout S-sctema X;Y d'un morphisme
associatif symetrique

by F(X) F(Y)! F(X sY)

fonctoriel par rapport aux morphismes de scltemas (resp. aux correspondances
nies).

Ces derniers sont les objets d'une caegorie Sk: (S) (resp. une cakgorie
Shs. (S)) munie d'un foncteur cele vers Sh yis (S) (resp. vers SH (9)).

Remarque 3.4. La monade de GodementGys induit une monade sur la
caegorie des faisceaux Nisnevich quasi-monodaux symnetriquesEtant donre
un faisceau Nisnevich quasi-monodal symretrique F; )F(;Y ), on voit en e et
que Gyis F est canoniquement un faisceau Nisnevich quasi-monao«dal syretrique
pour les morphismes

e iGusF(X)  GusF(Y)! GusF(X sY)
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donres par les relations

i h i
is = n
SeF(s 1) =F fmglye  Tnn (S ty)
e Xty

dans lesquelless 2 GyisF (X);t 2 GuisF(Y) et e cesigne un point du produit
X s Y de projection x et y. Avec cette e nition il est ai® de voir que les
morphismes structuraux g et g de la monadeGy;s sont bien des morphismes
de faisceaux Nisnevich quasi-monodaux synetriques.

Nous sommes maintenant en mesure denoncer le esultat suivant.

Proposition 3.5 La monade G induit une monade sur la caegorie
S ”is; (S) compatible avec la monadeGyis via le foncteur d'oubli. Autrement
dit le care suivant est commutatif

S tris; (S gSh\lis; (S

tr
Gnis Gnis

Shis. (S —/Bhus; (9):

Demonstration. Supposons quek; )FQY ) soit un faisceau Nisnevich avec trans-
ferts quasi-mono«dal symetrique. En utilisant la proposition 3.2, il sut de
montrer que le care

Gnis F
GusF(X9)  GusF(Y) — " JysF (X s Y9
Gnis F() Gnis F( ) Gnis F ( ) (31)
_ _ R
GleF(X) GleF(Y) |sF(X S Y)

est commutatif pour toute correspondance nie 2 cs(X;X 9et 2 cs(Y;Y9.
Notons E le produit X Y et ECle produit X° ¢ Y° Consicerons un point
e de E de projection x et y ainsi que des sections 2 Guis (X 9;t 2 Gus(Y9.
En utilisant la remarque 3.4 nous avons

h i X h [
Guis F ( ) PeS(s 1) = F f et XByo(S 1)
2 E0 €
X h F
= F f ge;eo F f mgx 0:y 0:00 (X 0)h0§(Y O)ho(SXO tyO)
€02 E0 * Y
8 9
x 2 x 2h i
— F .
- F > [mx oy 0;eO] f ge;e°> (X 0):0;(y O)CO (SX0 tyo) .
x%2x0 -+ eR2EY , ;
yo2Y?© Y
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En utilisant la proposition 2.20, cette dernere egalie peut se e ecrire sous la
forme

h i
GNis F ( ) g“ﬂfypo (S t)
X n € ) oh i
= Ff Oxxo T Qyyo f MGy.y 0 '(:X oy oy (sxo  tyo)
x%2x 0 * Y
2y .
Y . h i
= F fmgy.y.e fnyn Fff Guxod(sxe)  Fff gyyog(tyo
x%2 X © o
yo2y?0

= F fmgly., ' iy GusFO Sk GusF( )(t)yI

Ce qui donne nakl1ement : H :
GusF( ) ®o(s D = Y7 GwF( )9 GusF( )N

et prouve la commutativie du care (31). O

La remarque 3.4 assure que la cohomologie d'un faisceau Nisnevich quasi-
monodal synetrique est munie d'un produit associatif et commutatif

E
XY

HP(X;F) HIY;F)! HP 9(X s Y;F) (32)

induit par la structure quasi-mono«dale synetrique sur la esolution de Gode-
ment. Ce produit est commutatif au sens gradie, autrement dit tel que

a %y b=( )% {, a

pour unekment a de HP(X;F ) et uneement b de HY(X;F ) et compatible
au produit induit par F sur le H®. En particulier on dispose d'un cup-produit
associatif et commutatif

++
HPOGF)  HIOGF) ——HPrax s X F) ——HPa(GF) (33)

munissant H (X;F ) d'une structure d'algebre gradiee commutative. Lorsque
F est en outre un faisceau Nisnevich avec transferts quasi-monao«dal symnetrige,
la proposition 3.5 assure que les produits (32) sont compatibles aux transfts
i.e. que les cares

.
HP(XOF) HI(YOF) — " Jp+ax0 o YOF)
HP(GF ) HICF) HPYA(  F)

F
HPOGF)  HI(YF) ———HPT (X s Y;F)

sont commutatifs pour toute correspondance 2 cs(X;X 9 et 2 cs(Y;Y9).
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Remarque 3.6. On prendra garde que pour une correspondance nie 2
cs(X;Y), les cares

S F
HP(Y;F) HI(Y;F) ——Hrragy;F)
HP(F ) HICF ) HPT9(F )

HPOGE)  HI(GF ) — P a(x: F )

ne sont pas recessairement commutatifs | nous renvoyons d‘ailleursa la re-
marque 1.7a ce propos. Les cup-produits (33) ne sont donc pasa priori com-
patibles aux transferts.

3.2 Cas de la topologie etale

Nous nous contentons dans cette sous-section denoncer les esultats dans le
cas de la topologieetale : les cemonstrationsetant identiquesa celles damrees
pour la topologie de Nisnevich. Nous supposons ici qué = Var s ou Sm.

Dans la suite, nous designons parsy la composante suivantx d'uneement s
du produit v
FfXg:

X bon point
gonetrique de X

Par & nition foxihg est la breetale de F au point geonetrique X. Pour
e nir la esolution de Godement dans le cadreetale, nous partons de la monade
Gs; de la cakgorie des faisceauxetales caracterisee pour un faisceau etaleF

par les proprees suivantes.

(a) Les sections surX du faisceauetale Gz F sont donrees par

Y h
G F(X) = FIXZ'g
X bon point
@onetrique de X
les morphismes structurauxetant cetermires par lesegalies
h i n ho
GF(P(s) = F fpg (S5 %)

dans lesquellesx est un bon point geonetrique de X, p: X ! Y un
morphisme deS-sctemas ets uneement de G F(Y).

(b) Le morphisme structural ¢ se trouve donre par
h i A
F(8) = Fif 16} vq(s)

pour unekment s de F(X).

Documenta Mathematica 12 (2007) 607{671



Realisation "-Adique | 651

(c) Le morphisme structural ¢ concide avec la projection sur les compo-
santes assocees aux points fernmes dexxih via le morphisme naturel

Y Y sh
(Ger Gt )F (X) ! Foxy
X bon point Z bon point
gonetrique de X gonetrique de X 3"

z

La esolution cosimpliciale de Godement d'un faisceauetaleF est par c& nition
le faisceauetale cosimplicial

G F = B (Ga;F):

Ce dernier nous fournit un complexe G, F de faisceaux etales de termes
GL F = G F et dont les dierentielles sont donrees par la somme alterree
des morphismes cofaces.

Remarque 3.7. La famille formee des foncteurs bres F 7! foxihg etant
conservative sur Vars d'apes le lemme 2.22, I'augmentation canonique

F! GgF
est un quasi-isomorphisme!! de complexes de faisceauxetales sur Vat

Proposition  3.8. Il existe une monade canoniqued., de la caegorie SHE, (S)
rendant le care suivant commutatif

SH, (S) —/Bhe (9)
Gk

SH, (S) —/Bhe (9):

Get

Comme peedemment les tranferts ( naturels)) sur la esolution de Godement
etale sont compatibles avec la structure tensorielle de cette dernére.

Definition  3.9. Nous appelons faisceau etale (resp. avec transferts) quasi-
monodal synetrique la donree d'un faisceau etale (resp. d'un faisceau etale
avec transferts) F et pour tout S-sctema X;Y d'un morphisme associatif
synetrique

by F(X) F(Y)! F(X sY)

fonctoriel par rapport aux morphismes de scltemas (resp. aux correspondances
nies).

Ces derniers sont les objets d'une caegorie Sh. (S (resp. une cakgorie
Sh;. (S) munie d'un foncteur cele vers Sh g (S) (resp. vers SK, (9)).

11| s'agit d'une propree classique de la esolution de G~ odement prouee par exemple
dans [25, Part I, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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Remarque 3.10. La monade de GodementGs induit une monade sur la
catgorie des faisceaux etales quasi-monodaux synetriques.Etant donre un
faisceauetale quasi-monao«dal synetrique (F; >F<;Y ), on voit en e et que Gz F
est canoniquement un faisceauetale quasi-monodal synetrique pour les mor-
phismes
GG F(X) GeF(Y)! GaF(X sY)

donres par les relations

h i h i

W _=Fimgle Lo e (55 t9)

dans lesquelles 2 Get F(X);t 2 Gg F(Y) et e designe un bon point geonerique
du produit X <Y de projection X et y. Avec cette c nition il est aie de
voir que les morphismes structuraux ¢ et ¢ de la monadeGg sont bien des
morphismes de faisceaux Nisnevich quasi-monodaux symetriques.

Nous sommes maintenant en mesure denoncer le esultat suivant.

Proposition ~ 3.11 La monade G, induit une monade sur la catgorie
S "t; (S) compatible avec la monadeGs; via le foncteur d'oubli. Autrement
dit le care suivant est commutatif

SHE,. (9 —/Bhe. (9

tr
Gg Gt

ShE,. () —/Bher; (9):

4 Realisation “-adique des motifs mixtes

Nous allons montrer que le foncteur de ealisation” -adique desS-sclemas lisses
de type ni 12
R :sSmP ! D* (S;Z4)

X 7! R X X ZSZ\
se prolonge canoniquement en un foncteur triangue quasi-tensoriel sur la
caegorie des motifs mixtes geonetrigues DM 4y (S). Avant d'aborder le
esultat principal, nous tenonsa donner quelques pecisions quanta la catgorie
dans laquelle le foncteur de ealisation™-adique prend ses valeurs.

(34)

Lemme 4.1 Lorsque le foncteur (34) prend ses valeurs dans une sous-egbrie
trianguke pleine C de D* (S;Z+), il est en est de méme d'un prolongement de
(34) aux motifs mixtes georretriques.

Demonstration. Cela esulte du fait que la cakgorie trianguee des motifs
mixtes geomnetriques est engendee par les motifs desS-schemas lisses de type
ni. O

12| a notation D * (S;Z") designe la caegorie des coe cients "-adiques construite par T.
Ekedahl dans [11]. Nous renvoyons le lecteura l'appendice A.
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Dans la construction qui suit nous utilisons la proposition suivante que nous
tirons de [27, 28].

Proposition 4.2 Les h-faisceaux en groupes aleliens ont une structure ca-
nonique de pefaisceau avec transferts. En particulier le faisceaux de groupes
aleliens localements constants pour la topologieetale@nt canoniquement munis
d'une structure de pefaisceau avec transferts et de plusels faisceaux d'anneaux
localement constants sont canoniqguement munis d'une striigre de pefaisceau
avec transferts quasi-monodal synetrique.

4.1 Construction

Nous consacrons cette sous-sectiona la construction du foncteur de ealisation
“-adique des motifs mixtes geonretriques. L'ingedient essentiel eside dans les
proprees de la esolution de Godement que nous prouwees dans la section 3.
Nous allons donc prouver le

Th eor eme 4.3. Le foncteur symetriqgue monodal (34) se prolonge canonigie-
ment en un foncteur trianguke quasi-tensoriel

DM gm(S)® ! D*(S;Z:): (35)

(a) Lorsque S est de type ni sur un sclema noetterien egulier de dimen-
sion 1, le foncteur (35) prend ses valeurs dan®?(S;Z-) sous-caegorie
trianguke pleine fornmee des coe cients constructibles.

(b) Lorsque S est de type ni sur un corps ni, le foncteur (35) induit un
foncteur triangué tensoriel

DM gn (S)Op ! D%(S;é‘)

al le second membre designe la cakgorie des coe cients™ -adiques mixtes
de P. Deligne [8, 5].

Avant de donner la dmonstration de ce esultat, il y a lieu de peciser la termi -
nologie que nous employons. On peut consicerer le topoll°° Sg; des sysemes
projectifs de grands faisceaux etales'® sur S ainsi que le faisceau d'anneaux
sur ce dernier

I =r+l

. o .
ZsEt = ZsEt= Zse=' ! ! Zgg=

et la caegorie de modules assocee Mod{s.g;=" ). Un syseme projectif de
faisceauxetales avec transferts

F:r7'F

dont les composantes=, sont desZs.g;=""* -modules sera appek unZs.g =" -
module avec transferts. En prenant pour morphismes, les morphismes de

13| s'agit des faisceaux sur Var g munie de la topologieetale.
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sysemes projectifs de faisceauxetales avec transferts, on obtient une catgie
munie d'un foncteur d'oubli cele. Nous dirons qu'un Zs.g;-module (resp. un
Zs.gr -module avec transferts)F est quasi-mono-dal symetrique lorsque ses com-
posantesF, sont desZs;g;="*! -modules (resp.Zs. =" *! -modules avec trans-
ferts) quasi-monodaux synetriqgues et que les morphismes de transition sont
compatibles avec ces structures.

Preuve du treoeme 4.3. On sait d'apes la proposition 4.2 que le grand fais-
ceauetale Zs.g; =" se trouve canoniguement muni de transferts, les morphismes
de transition Zs.gr =" ! Zsg="" etant des morphismes de faisceauxetales
avec transferts. On peut donc voir queZs.g; =" est canoniquement unZs.g; = -
module avec transferts. En prenant la esolution cosimpliciale de Godement de
ce dernier, on obtient unZs.g; =" -module cosimplicial

Ga ZS;Et:‘ 2 MOd( ZS;Et:‘)

qui d'apes le lemme 3.8 est en fait canoniquement unZs.g; =" -module avec
transferts cosimplicial. Supposons queX soit un S-sclkema de type ni, on
dispose alors de deux morphismes de topos

/) )
Xet 00 Skt px x =id
Px

la restriction d'un faisceau F au petit siteetale de X etant donree par  F.
Ces morphismes sétendent naturellement aux toposN° X ¢ 4 et N°PSg, et
sachant que y Zs.gr= = Zx = , ils induisent un foncteur exact

x = Px :MOd(ZS;Et = ) ! MOd(Zx = ):

En designant par x le morphisme structural de X dans S, cela permet d'as-
socier auS-sclema de type ni X le Zs=" -module cosimplicial

R- (X) = X iX GEt ZS;Et = (36)
En prenant le complexe de chame assoce, on obtient un objet
R.(X)=CR(X)= x ixGg Zset= (37)

appartenanta C* (S;Z=").
Remarque 4.4. Par construction de la esolution de Godement, on peut voir
que

R(X)= x G Zx=
Le passage par les grands faisceauxetales ne sert en fait que dans la mesure
al il permet de mettre des transferts.

141l s'agit des sysemes projectifs de faisceaux sur le sce ma X muni de la topologieetale,
ainsi X et cesigne le petit toposetale de  X.
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Pour la c& nition des complexes normaliges apparaissant dans le lemme suivant
nous renvoyonsa la remarque A.3.

Lemme 4.5. Les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rapport aux corespon-
dances nies, autrement dit on dispose de foncteurs addité

R- : VarCord! Mod( Zs=")
R. : VarCord ! C*(S;Zs="):

De plus le foncteurR. esta valeurs dans la sous-caegorie fornee des sysemes
projectifs ( normaliges ) et on a un isomorphisme de foncteurs canonique

smegg — /b (%)

_ jﬁ
B

S’ ———

Bemonstration. Supposons plus gereralement queF soit un Zs.g =" -module
avec transferts cosimplicial. En posant pour unS-sclema X

’E(X):: X XF

on obtient un pefaisceau avec transferts prenant ses valeurs dans la caegorie
Mod( Zs=" ). En e et lorsque l'on se donne uneS-correspondance nie de
X dansY et un S-scltemaetale U, on a un morphisme naturel deZ=" -modules
cosimpliciaux

B(Y)(U):= F(Yu)!™ Y F(Xu) =t B(X)(U)
induit par les correspondances  construites dans la sous-section 1.2. Ces
morphismes nous fournissent un morphisme dans la catgorie dés=" -modules
cosimpliciaux

B():B(Y)! B(X):
La compatibilie avec la composition cemontee au lemme 1.9 assureque pour
des correspondances nies 2 cs(X;Y )et 2 cs(Y;Z)ona( Ju= u U
et donc que

() B()=PF(C X
En particulier ceci assure que les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rappd
aux correspondances nies. Pour la seconde assertion, il sut de remarquer
que pour un Zs.gr= -module F, la esolution de Godement F ! G, F est
une esolution asque. En particulier si X est un S-sclema de type ni, les
morphismes naturels

R x iy F —R G F

X iXGEtF
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sont des quasi-isomorphismes. En prenarf = Zg.g = , on obtient un isomor-
phisme de foncteurs

smcgg —Ib* (535

+3
B
S ———

Pour un Zs.g; =" -module plat F, les composantes de sa esolution de Godement
GP, F sont desZs.er=" -modules plats® ce qui assure quesg, F est normalie
lorsque F est “-adique. En particulier ceci entrane que le foncteur consicee
prend bien ses valeurs dans les complexes normalies | voir remarque A.3. [J

On a donc un foncteur

b 0 CbB‘ b + N Tot + ~
R. : C°(SmCors)°P ! C’ C'(s;z=7) | C'(S;Z2=7)
et donc un foncteur trianguée
R. :KP(SmCors)® ! D*(S;z=")

prenant en fait ces valeurs dans D (S;Z-). En utilisant I'invariance par homo-
topie dans le cadre’-adique, la localisation Nisnevich, on obtient un foncteur
triangué

R :DM g, (S)®! D' (S;Z'):

Comme la caegorie trianguee D* (S;Z-) est pseudo-atelienne | il s'agit d'une
congequence du lemme 2.4 de [4] | ce dernier nous donne un foncteur

R :DM &, (S)! D*(S;Z): (38)

Il restea \eri er que ce foncteur est bien compatible aux structures tensorielles
de part et d'autre.

Lemme 4.6. Le foncteur triangue (38) est quasi-tensoriel® et pour tout S-
sckemas X;Y le morphisme induit

xy R(X) R(Y)! R(X sY)

concide avec le morphisme de Kunneth.

150n trouvera une preuve de cette propree classique par ex emple dans [25, Part Il, Ch.
IV, proposition 2.4.3].

16 Nous renvoyonsa la e nition B.1 pour ce qui concerne la ter  minologie utiliee dans cet
article.
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Cemonstration. D'apes la proposition 4.2, Zs.gr= est un Zs.gr= -module
avec transferts quasi-monodal synetrique. Le lemme 3.11 assure alorgue
G Zser= est en fait un Zg.g = -module avec transferts quasi-mono<dal
synetrique cosimplicial. Cela entrame que le foncteur

R :SmCor’ ! Mod( Zs=")

du lemme 4.5 est quasi-monodal syretrique, autrement dit que I'on dispose
d'un morphisme canonique de foncteurs sur SmCe@r SmCors

R(C) RO RO s )

associatif et commutatif. Ce dernier nous fournit des morphismes de foncteurs
associatifs et commutatifs

R()CR()0@ " _CR() R() - JR( s )

R() R() R( s )

a  EML @esigne la transformation d'Eilenberg Mac Lane [10]. On a donc des
morphismes de bifoncteurs associatifs et commutatifs

h [ b EML h i b h
CPCR() CR()%_ctCcR() R() &P R( s )

R() R() R( s )
Par ailleurs lI'augmentation
Zs=" ! R.(S)
est un quasi-isomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif

b EML h I b
R(S) () F—CP CR(S) R() %@(s s )
I

Cela nous assure que le foncteur (38) est bien quasi-tensoriel. O

En remarquant que le motif de P! a pour image l'objet Z-  Z-( 1)[ 2] de
DY(S;Z-), on ceduit imnediatement de la & nition du motif de Tate le esultat
suivant.
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Lemme 4.7. Il existe un isomorphisme
#:R(Z() ! Z-( 1)

Comme Z-( 1) est inversible dans D (S;Z-), il esulte du lemme 4.7 que
le foncteur (38) se prolonge en un foncteur triangue quasi-tensoriel sur la
caegorie des motifs mixtes geornretriques DM g (S).

Les assertions (a) et (b) du treoeme 4.3 decoulent du lemme 4.1 compte tenu
respectivement du treoeme de nitude de P. Deligne [1] et des esultats de P.
Deligne sur les conjectures de Weil [7, 8]. O

Remarque 4.8. Lorsque S est de type ni sur un corps, il esulte de [3, expoe
I11] que la eche de Kunneth

xy ‘R (X) R(Y)! R(X sY)

du lemme 4.6 est un isomorphisme pour touiS-sctema lisse de type ni X;Y .
Cela entrame que le foncteur de ealisation du treoeme 4.3 est en fait tenoriel
autrement dit que le morphisme

wn CR(M) R(N)! R(M N)

est un isomorphisme pour toutM;N 2 DM g (S).

Remarque4.9. Soit T un sctema noetherien ®€pae et :T ! S un morphisme
lisse de sclemas. Pour toutS-sctema lisse de type ni X, le theoeme de
changement de base lisse appliqle au care caresien

X Ik

X1 =T

T—/k
nous donne un isomorphisme canonique

R (X)= R x=s x=s Zs= =R Xt=T X X=S Zs="

=R x;=1 x,=rZ1= = R(X1):

Il esulte alors de la construction donree dans la preuve du treoeme 4.3 que
I'on a un isomorphisme canonique de foncteurs

DM gm (S) ——/b* (s;2:=" )

DM g (T) ——Ib* (T; 2):
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4.2 Une variante mod eree

La cereralie correspondant au tteoeme 4.3 permet de construire dans
dierentes situations geonetriques des variantes modeees du foncteur de
ealisation "-adique.

Le esultat essentiela cetegard eside dans la proposition 4.16 du paragaphe
suivant dans lequel nous cetaillons le comportement des catgories de motifs
mixtes geonetriques par rapporta certaines limites projectives.

4.2.1 Commutation aux limites projectives

Les sysemes projectifs de sclemas que nous consicerons sont les sysemes
projectifs de scremas 7! S indexes par un ensemble ordonre Itrant et
nous notonsu. :S ! S les morphismes de transition. Notre hypothese est
la suivante.

Le sctema S est egulier et limite projective d'un syseme pro-
jectif de sclemas eguliers 7! S dont les morphismes de
transition sont plats et a nes.

Comme S et les S sont eguliers, leurs composantes ireductibles concident
avec leurs composantes connexes. Pour uneement de , nous notons dans
la suite

u :S! s

le morphisme canonique. Il esulte de notre hypottese que ce morphisme est
plat. Si X , estunS ,-schema, nous posons

X =S s, X X=S s X

0 0

Proposition  4.10 Soit X , un S ,-sclema de type ni. Les morphismes de
changement de base assoces aux morphismes de transitiondiuisent un iso-
morphisme

colirp Cequi (X =S ;0) = Cequi (X=S; 0):

Demonstration. |l s'agit de voir que le morphisme

colim

colim Cequi (X =S ;0)! " g (X=S; 0)
0

est un isomorphisme. On remarquera que nos hypotteses entrament que tous les
changements de base consicees sont plats. Montrons tout d'abord que le mer
phisme est surjectif. On sait d'apes le corollaire 3.4.6 de [28] que le membrde
droite est le groupe alelien libre engende par les sous-schemas fernes istgres
Z de X nis et surjectifs sur une composante connexe dé&. Soit Z un tel sous-
schema fernme de X . En utilisant les treoemes 8.8.2 et 8.10.5 de [14], on peut
supposer, quittea prendre o un peu plus grand, qu'il existe un sous-sclkema
ferme Z , de X , tel que
Z=S s Z

0 0r
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Une nouvelle application du treoeme 8.10.5 deloc.cit. nous assure, quitte a
prendre o un peu plus grand, queZ , est ni sur S ;. Soit C la composante
connexe deS domiree par Z. Comme le morphismeu est plat, C domine
une composante connex€ deS . Le syseme projectif 7! C etanta mor-
phismes de transition a nes dominants, la proposition 8.4.4 deloc.cit. assure
que la limite projective C°de C est connexe. Par ailleurs, il esulte du treoeme
8.10.5 deloc.cit. qu'il d'agit d'un ouvert de S. On voit donc que C° est un ou-
vert connexe deS contenant C, ce qui permet de conclure queC est la limite
projective desC . Quittea prendre o un peu plus grand, une nouvelle applica-
tion du theoeme 8.10.5 de loc.cit. permet de conclure queZ , est surjectif sur
la composante connexeC . Sachant que nous avons suppo< leS eguliers,
le corollaire 3.4.6 de [28] assure alors qué [,] appartienta Cequi (X ,=S ,;0)
et la surjectivie esulte de legalie

u iz ,1=[S s,Z ,]=[Z]

Montrons maintenant l'injectivie. Soit o unekment de et un
ebment de Cequi(X =S ;0) dont l'image par u~ est nulle. En notant Z le
support du cycle = u. il s'ensuit que la limite projective du syseme

7! Z est vide. Le treoeme 8.10.5 de [14] assure alors qu& est vide
pour susamment grand et donc que = 0. Cela acleve la preuve de la
proposition. O

En appliquant le lemme peedent aux correspondances nies entre sctemas
lisses de type ni, on obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.11 Soient o2 etX ;Y , desS  -sctemas lisses de type
ni. Le morphisme canonique

colimes (X ;Y )! cs(X;Y)
0

est un isomorphisme.

Demonstration. Comme lesX et Y sont des sclemas lisses sur un sctema
egulier, ils sont eux-mémes eguliers. La proposition 4.10 nous donne al&

colimcs (X ;Y ) =colim Cequi(X s Y =X ;0)
0 0
= Cequi(X s Y=X;0)= cs(X;Y)
ce qui justi e le corollaire. O

Ce esultat nous donne la propree de commutationa certaines limites pro-
jectives des catgories de sctemas lisses munis des correspondances nies. Son
enone est la reformulation ci-dessous du corollaire 4.11.

Corollaire 4.12 Le foncteur canonique

2-colimSmCors ! SmCors (39)

est uneequivalence de caegories.
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Demonstration. Compte tenu du corollaire 4.11, notre assertion est une
conequence des treoemes 8.8.2 et 8.10.5 de [14] qui assurent que pour tout
S-sclema de type ni X, il existe un g tel que X provienne d'un S ,-sclema
de type ni X ., etde la proposition 17.7.8 de [15] qui assure qu¢ , peut-étre
choisi lisse surS , lorsque X est lisse surS. O

Supposons donre un 2-foncteur
c: ! Ca; 7'C
a Cat 