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�
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�
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y
� � � � � �

�

� � � � � � � �

ey(t) =

8
<

:

ey[0](t)
�

�

t 2 [t0; t1)
ey[k](t)

�

�

t 2 [tk ; tk+1 )
ey[m](t)

�

�

t 2 [tm ; T] :

á ¨ ° ³ É ­ ¨ ³

� k = tk � tk� 1;
Ó ¨ ¸ ¨ ¹ ´ ¨ ³ § ¨ « © ¨ ª ± ³ « ª

T : D(T ) = PRC � K m !
Km

¬ ¶

(T ey)(t) =

8
><

>:

ey[0]((T � t) � 1
� m +1

+ t0)
µ ¯

t 2 [tm ; T] ;
ey[k](( tm� (k� 1) � t) � k +1

� m � ( k � 1)
+ tk)

µ ¯

t 2
�
tm� k ; tm� (k� 1)

�
; k 2 � m� 1

1 ;

ey[m](( t1 � t) � m +1

� 1
+ tm )

µ ¯

t 2 (0; t1] :
�

Þ �

� ¨ ´ « ³ ¨ ³ § ± ³ ³ § ¨ ª ± ´ Ä ¨ « ¯

T
µ · ¨ ° ± ² ³ ­ ¶

PLC
¾ ¦ § ¨ ¯ ¼ ´ ² ³ µ « ´

(T ey)(t)
² ± ´ ¬ ¨

Ó ª µ ³ ³ ¨ ´ ± · ¯ « ­ ­ « Ó · �

(T ey)(t) =

8
<

:

y[0](t)
�

�

t 2 [t0; t1] ;
y[k](t)

�

�

t 2 (tk ; tk+1 ] ; k 2 � m� 1
1 ;

y[m](t)
µ ¯

t 2 (tm ; T] :

� ¨ ³

X (t)
¬ ¨ ³ § ¨ ª ¨ · « ­ » ¨ ´ ³ · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ « © ¨ ª ± ³ « ª · ¶ · ³ ¨ ®

X
0
(t) + AX (t) = 0 ; 0 = t0 < t < t m+1 = T; t 6= tk ; k = 1; 2; :::; m;

X (0) = I;
X (tk + 0) � X (tk � 0) = I kX (tk); k = 1; 2; :::; m;

Ó § ¨ ª ¨

I : H ! H
µ · ³ § ¨ µ ¸ ¨ ´ ³ µ ³ ¶ « © ¨ ª ± ³ « ª ¾ � ¨ · § ± ­ ­ · ¼ © © « · ¨ ³ § ± ³ ³ § ¨ « © ¨ ª ± ³ « ª

I k = I k + I
§ ± · ± ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ µ ´ » ¨ ª · ¨ ¾

� � � � � 	 � 
 �

� �

�

� � � � � � �

y 2 PC ([0; T] ; H )
� � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 �

� � 	 � �

�

� � 
 � � �

��

�

�

� � � � � � � 
 � � 	 � � � � � � � � � � � �

�

� � � � � �

�

� � � � �

y(t) = G(t; 0+ )y0 +
Rt

0 G(t; s)Bu (s) ds
+

P
0<t k � t G(t; t k)(Dkvk);

�

�

�

� 	 �

�

�

t 2 (0; T);

� � �

�

� � � � � 	 � 
 � � � � � � � �

�

� � �

�

G(t; s)
� �

�

� 	 � � � �

G(t; s) = X (t)X � 1(s):
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Ñ ³ µ · ´ « ³ § ± ª ¸ ³ « ² § ¨ ² × ³ § ± ³ ³ § ¨ « © ¨ ª ± ³ « ª

G(t; t k)
· ± ³ µ · ¹ ¨ · ³ § ¨ « © ¨ ª ± ³ « ª · ¶ · ³ ¨ ®

G
0
(t; t k) + AG(t; t k) = 0 ; t 2 [tk ; tk+1 ) ; k 2 � m

0 ;
G(tk ; tk) = I;
G(t+

k+1 ; tk) � G(t �
k+1 ; tk) = I k+1 G(t �

k+1 ; tk):
Ñ ³ µ · Ó ¨ ­ ­ × ´ « Ó ´ ³ § ± ³

�

Å � § ± · ± ¼ ´ µ Ò ¼ ¨ · « ­ ¼ ³ µ « ´

y
· ¼ ² § ³ § ± ³

y 2 PLC ([0; T] ; H ) \ C1
�

[0; T] n f tkgk2 � m
1

; H
�

:

á « Ó É Ó ¨ ¸ ¨ ¹ ´ ¨ ³ § ¨ ² « ´ ² ¨ © ³ « ¯ ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´ ¯ « ª ³ § ¨ ¬ ± ² × Ó ± ª ¸ µ ® © ¼ ­ · µ » ¨

· ¶ · ³ ¨ ®

�

Ý

� ± · · « ² µ ± ³ ¨ ¸ Ó µ ³ § · ¶ · ³ ¨ ®

�

Î � ¾

� � � � � 	 � 
 �


 �

� � � � � � � �

~' 2 PRC ([0; T] ; H )
� � � � � 
 � � � 
 � � � � �

�

�

�

� � �

� � � � � �

�

� � � � � 
 � � 	 � � � � � � � � �

�

�

�

T ~'
� � � � � 
 � � � 
 � � � � �

�

�

�

� � � � � � �

�

� � � � � �

� � � � 
 � � 	 � � � � � � � �

�

�

�

� ¨ ³ ¼ · µ ´ ³ ª « ¸ ¼ ² ¨ ³ § ¨ ´ « ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ´ ¼ ­ ­ ² « ´ ³ ª « ­ ­ ± ¬ µ ­ µ ³ ¶ « ¯ ³ § ¨ µ ´ µ ³ µ ± ­ · ³ ± ³ ¨

± · ¯ « ­ ­ « Ó · �

� � � � � 	 � 
 �

� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

y0 2 H
� � � � 
 
 � � � �

�

� 
 
 � � 
 � � � � � � �

T
�

�

�

� � �

�

� � � � � � � �

�

� 


�

� � � � � � � §

2 K m
�

�

�

� � � � � � � � � � 
 � � � � �

y
�

�

� � � � � �

�

��

� � � � �

�

� �

y (T) = 0 :

� � � ¥ ž � � � £ � Ÿ �

	 µ ª · ³ Ó ¨ ¬ ¨ Ä µ ´ ¬ ¶ ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä ­ ¨ ® ® ± ¾


 � � � �

� �

� � � � � � � � �

� (t) ; � (t) 2 L1 ([0; T] ; H )
� � �

f � kgm
k=1 ; f � kgm

k=1 2
l1(� m

1 ; H )
�

�

� � �

�

�

�

�

� 	 �

�

� 	 � � � �

� �

� � � � � � � �


 (t) 2 PLC ([0; T] ; H ) \ C1
�

[0; T] n f tkgk2 � m
1

; H
�

� � �

� (t) 2 PRC ([0; T] ; H ) \ C1
�

[0; T] n f tkgk2 � m
1

; H
�

� � � � �

�

� � �

�

� � � �

�

� � 
 � �

d
dt

h
 (t) ; � (t)i = h� (t) ; � (t)i ; t 6= tk ;
�

�

�

k 2 � m
1 ;

� h
 (tk) ; � (tk)i = h� 
 (tk) ; � (tk)i + h
 (tk) ; � � (tk)i = h� k ; � k i ; k 2 � m
1 ;
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� � � � 	 � � � �

�

� 
 
 � � � �

�

� � � � � � � �

h
 (t) ; � (t)ij T
0 = h
 (T) ; � (T)i � h 
 (0) ; � (0)i �

Ð �

=
Z T

0
h� (t) ; � (t)i dt +

mX

k=1

h� k ; � k i :

�

�

� �

�

� Ñ ³ µ · · ³ ª ± µ Ä § ³ ¯ « ª Ó ± ª ¸ ¾

�
� ¨ ± ­ · « ´ ¨ ¨ ¸ ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä � ¨ ® ® ± · ¾


 � � � �




[14] �

�

B 2 L (Km )
� � � � 


�

� � �

�

� � � � � � � � � � � �

�

� � � 	 �

�

� � � �

kB
§

k � kBk 1=2 (B
§

;
§

)1=2
K m

;
§

2 K m :


 � � � �

�

�

�

� k+1 = � m� (k� 1); k 2 � m� 1
0 �

� � � �

�

�

�

� � � � � 
 � � � 
 � � � � �

e'
�

�

� �

�

�

� � � � � � � � � � � � � 
 � � �

Z T

0
jB e' j2H dt +

mX

k=1

�
�Dk e'

�
t+
k

� �
�2

H
=

Z T

0
jB' j2H dt +

mX

k=1

�
�Dk '

�
tm� (k� 1)

� �
�2

H
:

�

Æ �

�

�

� �

�

� 	 « ª ¨ ± ² §

k 2 � m
0 ;

¼ · µ ´ Ä ³ § ¨ ² § ± ´ Ä ¨ « ¯ » ± ª µ ± ¬ ­ ¨

t ! (tm� (k� 1) �
t) � k +1

� m � ( k � 1)
+ tk

Ó ¨ § ± » ¨

Z tm � ( k � 1)

tm � k

(B' [m� k](t); B' [m� k](t))dt

=
Z tm � ( k � 1)

tm � k

(B e' [k](( tm� (k� 1) � t)
� k+1

� m� (k� 1)
+ tk); B e' [k](( tm� (k� 1) � t)

� k+1

� m� (k� 1)
+ tk))dt

=
� � m� (k� 1)

� k+1

Z tk

tk +1

(B e' [k](s); B e' [k](s))ds

=
Z tk +1

tk

(B e' [k](s); B e' [k](s))ds:

Ü ¼ ® ® µ ´ Ä ¼ © Ó µ ³ § ª ¨ · © ¨ ² ³ ³ «

k
É Ó ¨ Ä ¨ ³

mX

k=0

Z tm � ( k � 1)

tm � k

(B' [m� k](( t)) ; B' [m� k](t))dt =
mX

k=0

Z tk +1

tk

(B e' [k](t); B e' [k](t))dt:
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¦ § ¼ · É Ó ¨ « ¬ ³ ± µ ´

Z T

0
jB e' j2H dt =

Z T

0
jB' j2H dt:

�

´ ³ § ¨ « ³ § ¨ ª § ± ´ ¸ É ¬ ¶ » µ ª ³ ¼ ¨ « ¯ ³ § ¨ ¸ ¨ ¹ ´ µ ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ¯ ¼ ´ ² ³ µ « ´

e'
Ó ¨ Ä ¨ ³

' (tm� k) = e' (tk+1 ) ; k 2 � m� 1
0 :

½ ­ · « É Ó ¨ § ± » ¨

'
�
tm� (k� 1)

�
= e' (tk) ; k 2 � m

1 ;
± ´ ¸

e' (tm� k) = ' (tk+1 ) ; k 2 � m� 1
0 :

¦ § µ · µ ® © ­ µ ¨ · ³ § ± ³

mX

k=1

jDk e' (tk)j2H =
m� 1X

k=0

hDm� k e' (tm� k ) ; Dm� k e' (tm� k)i H

=
m� 1X

k=0

hDm� k ' (tk+1 ) ; Dm� k ' (tk+1 )i H

=
mX

l=1



D l '

�
tm� (l � 1)

�
; D l '

�
tm� (l � 1)

��
H

=
mX

k=1



Dk '

�
tm� (k� 1)

�
; Dk '

�
tm� (k� 1)

��
H

=
mX

k=1

�
�Dk '

�
tm� (k� 1)

� �
�2

H
;

Ó § µ ² § Ä µ » ¨ ·

�

Æ � ¾

�

�

 � 
 � � � � �

�

�

�

� k+1 = � m� (k� 1);
�

�

�

k 2 � m� 1
0 �

� � �

B; D k
�

�

� � � � � �

�

� � � 	 �

� �

H;
� � � � � � �

�

� 
 
 � � � �

�

� � 
 � � �

Z T

0
hB e' (t); e' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDk e' (tk); e' (tk)i

=
Z T

0
hB' (t); ' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDk ' (tm� (k� 1)); ' (tm� (k� 1))i :
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�

�

� �

�

� ¦ § µ · ¯ « ­ ­ « Ó · µ ® ® ¨ ¸ µ ± ³ ¨ ­ ¶ ¯ ª « ® � ¨ ® ® ±

Ý

µ ¯ Ó ¨ · ¼ ¬ · ³ µ ³ ¼ ³ ¨

B
¬ ¶

B
1
2 ;

± ´ ¸

Dk
¬ ¶

D
1
2
k : �

á « Ó É Ó ¨ · ³ ± ³ ¨ ± ´ ¸ ¨ · ³ ± ¬ ­ µ · § ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä ¦ § ¨ « ª ¨ ® ¾

� � � 
 � � �

� �

� �

y0 2 H
� � �

�

� 	 � � � � � � � � 
 � � � � �

�

�

�

� � � � � � � � � �

��

;
� � � �

y0 � �

� � 
 
 � � � �

�

� 
 
 � � 
 � � � � � � �

T
�

�

� � � � � 
 � �

�

� � �

�

� � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � �

C
� � � �

� � � �

�
�hy0; ~' 0i H

�
� � C

( Z T

0
jB' j2H dt +

mX

k=1

�
�Dk '

�
tm� (k� 1)

� �
�2

H

) 1=2

; 8 ~' 0 2 H;

�

Í �

� � �

�

�

' 2 PLC ([0; T] ; H )
� � � � � � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � �

(2)
� � � �

' (T) = ~' 0:

�

�

� �

�

� Ñ ³ · ¼ Õ ² ¨ · ³ « © ª « » ¨ ³ § µ · ¦ § ¨ « ª ¨ ® ¯ « ª ³ § ¨ · © ¨ ² µ ± ­ ² ± · ¨

� k+1 = � m� (k� 1) ;
¯ « ª

k 2 � m� 1
0 ;

¬ ¨ ² ± ¼ · ¨ ³ § ¨ ´ « ª ®

kj:jk +
�

P m
k=0

� m� (k� 1)

� k+1

Rtk +1

tk
j:j2H dt

� 1=2
µ ·

¨ Ò ¼ µ » ± ­ ¨ ´ ³ ³ « ³ § ¨ ¼ · ¼ ± ­ ´ « ª ® « ¯

L2 ([0; T] ; H ) :
� ¨ · § ± ­ ­ © ª « ² ¨ ¨ ¸ µ ´ · ¨ » ¨ ª ± ­ · ³ ¨ © · ¾

�
	 � �

�

� � ¨ ³

y
± ´ ¸

e'
¬ ¨ · ³ ª « ´ Ä · « ­ ¼ ³ µ « ´ · ³ «

(1)
± ´ ¸

(3)
É ª ¨ · © ¨ ² ³ µ » ¨ ­ ¶ ¾

¦ § ¨ ´ É ¯ « ª

t 6= tk
É

k 2 � m
1

É Ó ¨ § ± » ¨

d
dt

hy (t) ; e' (t)i = hy (t) ; e'
0
(t)i + hy

0
(t) ; e' (t)i �

Á �

= hy (t) ; � A e' (t)i + h� Ay (t) + Bu (t) ; e' (t)i

= hy (t) ; � A e' (t)i + h� Ay (t) ; e' (t)i + hBu (t) ; e' (t)i

= hBu (t) ; e' (t)i :
� ¼ ­ ³ µ © ­ ¶ µ ´ Ä ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´

�

Ý

k
� µ ´

�

Ý

� ¯ ª « ® ³ § ¨ ­ ¨ ¯ ³ ¬ ¶

y
�
tm� (k� 1)

�
³ § ¨ · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯

(1)
É ± ´ ¸ ® ¼ ­ ³ µ © ­ ¶ µ ´ Ä ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´

�

Å

k
� µ ´

�

Å � ¯ ª « ® ³ § ¨ ª µ Ä § ³ ¬ ¶

e' (tk)
³ § ¨ · « ­ ¼ ³ µ « ´

« ¯

�

Ý

� É ± ´ ¸ ¹ ´ ± ­ ­ ¶ ± ¸ ¸ µ ´ Ä ® ¨ ® ¬ ¨ ª Ó µ · ¨ Ó ¨ Ä ¨ ³

� hy(t); e' (t)i j t= tk = hy(tk); � e' (tk)i + h� y(tk); e' (tk)i �

â �

= hy(tk); I k e' (tk)i + hI ky(tk) + Dkvk ; e' (tk)i

= hy(tk); I k e' (tk)i + hI ky(tk); e' (tk)i + hDkvk ; e' (tk)i

= hDkvk ; e' (tk)i :
Ü ¨ ³ ³ µ ´ Ä


 (t) = y(t)
É

� (t) = e' (t)
É

� (t) = Bu(t)
É

� (t) = e' (t)
É

� k = Dkvk
É

� k = e' (tk);
³ § ¨ ´ ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´ ·

�

Ð � É

�

Á � ± ´ ¸

�

â � Ä µ » ¨
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hy(T); e' (T)i � h y(0); e' (0)i =
Z T

0
hBu(t); e' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDkvk ; e' (tk)i : �

Å Ï �

Ü µ ´ ² ¨

B
µ · ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ É · ¨ ­ ¯ º ± ¸ Ô « µ ´ ³ ± ´ ¸

B � 0
É ³ § ¨ ´ ¬ ¶ ¸ ¨ ´ · µ ³ ¶ ³ § ¨ ­ ± ³ ³ ¨ ª µ ¸ ¨ ´ ³ µ ³ ¶

µ · · ³ µ ­ ­ » ± ­ µ ¸ ¯ « ª ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´ ·

y
« ¯

�

Å � ¾ Ñ ¸ ¨ ´ ³ µ ³ ¶

�

Å Ï � ² ± ´ ¬ ¨ Ó ª µ ³ ³ ¨ ´ ± · ¯ « ­ ­ « Ó ·

hy(T); e' (T)i � h y(0); e' (0)i =
Z T

0
hu(t); B e' (t)i dt +

k= mX

k=1

hvk ; Dk e' (tk)i : �

Å Å �

á ¨ ° ³ É µ ¯ ³ § ¨ ª ¨ µ · ± ² ¨ ª ³ ± µ ´ �

(t) 2 K m
· ¼ ² § ³ § ± ³ ³ § ¨ ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯

�

Å � Ó µ ³ §

y(0) = y0 · ± ³ µ · ¹ ¨ ·

y(T) = 0 ;
³ § ¨ ´

�h y(0); e' (0)i =
Z T

0
hu(t); B e' (t)i dt +

k= mX

k=1

hvk ; Dk e' (tk)i ;

± ´ ¸ · « ¬ ¶

�

± ¼ ² § ¶ º Ü ² § Ó ± ª � Ñ ´ ¨ Ò ¼ ± ­ µ ³ ¶ Ó ¨ « ¬ ³ ± µ ´

jhy(0); e' (0)i H j �

( Z T

0
ku(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kvkk2
H

) 1=2

�

Å Î �

�

( Z T

0
kB e' (t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kDk e' (( tk)k2
H

) 1=2

:

� · µ ´ Ä � ¨ ® ® ±

Ý

É ± ´ ¸ ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´

�

Å Î � Ó ¨ § ± » ¨

jhy(0); e' (0)i H j �

( Z T

0
ku(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kvkk2
H

) 1=2

�

( Z T

0
kB' (t)k2

H dt +
k= mX

k=1




 Dk ' (tm� (k� 1))




 2

H

) 1=2

:

Ü ¨ ³ ³ µ ´ Ä

C = k
�

(t)kK m
=

( Z T

0
ku(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kvkk2
H

) 1=2
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Ó ¨ ¹ ´ ¸ ³ § ± ³

j(hy(0); e' (0)i H j � C

( Z T

0
kB' (t)k2

H dt +
k= mX

k=1




 Dk ' (tm� (k� 1))




 2

H

) 1=2

:

¦ § µ · · § « Ó · ³ § ¨ ´ ¨ ² ¨ · · ± ª ¶ ² « ´ ¸ µ ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ¦ § ¨ « ª ¨ ® ¾

� 	 � �


 �

¦ « © ª « » ¨ ³ § ¨ · ¼ Õ ² µ ¨ ´ ² ¶ Ó ¨ ´ ¨ ¨ ¸ ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä ª ¨ · ¼ ­ ³ Ó § ¨ ´

B �
� > 0:

� � � � �

� �

� � � � � � � � � � � �

�

� � �

� > 0
� � � � � � � �

( Z T

0
kBu(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kDkvkk2
H

)

� �

( Z T

0
ku(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kvkk2
H

)

� � � �

�

�

�

�

� 	 �

�

�

y0 2 H
� � �

�

� � �

' 0 2 H
� � � � � � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � �

�

�

��

� � � �

§

(t) = ( e' (t); e' (t1); ::; e' (tk)::; e' (tm )) 2 K m
� � �

y(0) = y0

� � � � �

�

� �

y(T) = 0 :
¦ « © ª « » ¨ ³ § µ ·

�

­ ± µ ® É Ó ¨ ² « ´ · µ ¸ ¨ ª ¯ « ª ¨ » ¨ ª ¶

z 2 H
³ § ¨ · « ­ ¼ ³ µ « ´

'
« ¯

�

Î �

· ± ³ µ · ¯ ¶ µ ´ Ä

' (T) = z
± ´ ¸ ³ § ¨ ¼ ´ µ Ò ¼ ¨ ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´

y
³ « ³ § ¨ © ª « ¬ ­ ¨ ®

y
0
(t) + Ay(t) = B e' (t); t 2 (0; T)

/
f tkgk2 � m

1
;

� y(tk) = I ky(tk) + Dk e' (tk);

y(T) = 0 :
á ¨ ° ³ É Ó ¨ µ ´ ³ ª « ¸ ¼ ² ¨ ± ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ ­ µ ´ ¨ ± ª « © ¨ ª ± ³ « ª

� : H ! H
¸ ¨ ¹ ´ ¨ ¸ ¬ ¶

� z = � y(0):
½ ² ² « ª ¸ µ ´ Ä ³ « ¯ « ª ® ¼ ­ ±

�

Å Å � ± ´ ¸ ³ § ¨

�

« ª « ­ ­ ± ª ¶ Å Ó ¨ § ± » ¨

jh� z; zij = j�h y(0); e' (0)ij =

�
�
�
�
�

Z T

0
hB e' (t); e' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDk e' (tk); e' (tk)i

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

Z T

0
hB' (t); ' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDk ' (tm� (k� 1)); ' (tm� (k� 1))i

�
�
�
�
�

� &

( Z T

0
k' (t)k2 dt +

k= mX

k=1

k' (tk)k2

)

;
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Ó § ¨ ª ¨

&= sup
k2 � m

0

f dkg < 1 :

� ¨ § ± » ¨

Z T

0
k' (t)k2 dt =

Z t1

0
k' (t)k2 dt +

Z t2

t1

k' (t)k2 dt + ::: +
Z T

tm

k' (t)k2 dt:

Ü µ ´ ² ¨ ³ § ¨ ª ¨ µ · ´ « µ ® © ¼ ­ · ¨ µ ´ ³ § ¨ µ ´ ³ ¨ ª » ± ­

[tk ; tk+1 )
Ó ¨ § ± » ¨

k' (t)k =



 ' (t+

k )



 ;

¯ « ª ¨ » ¨ ª ¶

t 2 [tk ; tk+1 ) ; k 2 � m
0 ;




 ' (t �

k+1 )



 =




 ' (t+

k� 1)



 ; k 2 � m

0 : �

Å

Ý

�

¦ § ¨ ª ¨ ¯ « ª ¨ É ³ § ¨ ª ¨ ± ª ¨

� k+1 = tk+1 � tk > 0
É

k 2 � m
0

· ¼ ² § ³ § ± ³

Rtk +1

tk
k' (t)k2 dt � � k




 ' (t+

k )



 2

= � k+1




 I k ' (t �

k ) + ' (t �
k )




 2

; k 2 � m
1 : �

Å Þ �

�

´ ³ § ¨ « ³ § ¨ ª § ± ´ ¸ É ³ § ¨ ² « ´ ³ µ ´ ¼ µ ³ ¶ « ¯

I k
µ ® © ­ µ ¨ · ³ § ± ³




 ' (t+

k )



 2

=



 (I k + I )' (t �

k )



 2

� (1 + L(I k))2



 ' (t �

k )



 2

; k 2 � m
1 : �

Å Ð �

Ñ ³ ¯ « ­ ­ « Ó · ¯ ª « ®

�

Å Þ � ± ´ ¸

�

Å Ð � ³ § ± ³

Rtk +1

tk
k' (t)k2 dt � � k+1 (1 + L(I k))2




 ' (t �

k )



 2

; k 2 � m
1 : �

Å Æ �

Ü µ ´ ² ¨

m
µ · ¹ ´ µ ³ ¨ É ± ´ ¸ ¸ ¼ ¨ ³ «

�

Å

Ý

� É

�

Å Æ � É ³ § ¨ ´ ³ § ¨ ª ¨ µ · ± ² « ´ · ³ ± ´ ³

0 < � < 1
· ¼ ² § ³ § ± ³

h� z; zi � � kzk2 ;
± ´ ¸ ³ § ¼ · É

�
µ · ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ ¾

á « Ó É ± ·

B
µ · ´ « ´ ´ ¨ Ä ± ³ µ » ¨ µ ´

Km
É Ó ¨ § ± » ¨

kB� (t)k � � f (� (t) ; � (t))K m g1=2

¯ « ª ± ­ ­

� 2 K m
�

³ § ¼ · É ¬ ¶ » µ ª ³ ¼ ¨ « ¯ � ¨ ® ® ± Î É Ó ¨ § ± » ¨

( Z T

0
(Bu(t); u(t))H dt +

k= mX

k=1

(Dkvk ; vk)H

)

�

Å Í �

� � kBk

( Z T

0
ku(t)k2

H dt +
k= mX

k=1

kvkk2
H

)

:
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Ñ ³ ¯ « ­ ­ « Ó · ¯ ª « ®

�

Å Å � É

�

Å Í � ± ´ ¸

�

« ª « ­ ­ ± ª ¶ Å ³ § ± ³

h� z; zi = �h y(0); e' (0)i

=
Z T

0
hB' (t); ' (t)i dt +

k= mX

k=1

hDk ' (tm� (k� 1)); ' (tm� (k� 1))i

� � kBk

( Z T

0
k' (t)k2 dt +

k= mX

k=1

k' (tk)k2

)

� � kBk
Z t1

0
k' (t)k2 dt = kBk �t 1 kzk2 = � kzk2 ;

¬ ¨ ² ± ¼ · ¨ ³ § ¨ ª ¨ µ · ´ « µ ® © ¼ ­ · ¨ ¬ ¨ ¯ « ª ¨ ³ µ ® ¨

t1
¾ ¦ § ¨ ª ¨ ¯ « ª ¨ É

�
µ · ² « ¨ ª ² µ » ¨ « ´

H
¾

¦ « · § « Ó ³ § ± ³ ³ § ¨ ª ¨ µ · ± ¬ µ Ô ¨ ² ³ µ « ´ ¯ ª « ®

H
« ´ ³ «

H;
µ ³ · ¼ Õ ² ¨ · ³ « © ª « » ¨ ³ § ± ³

� + I
µ · ± ¬ µ Ô ¨ ² ³ µ « ´ ¯ ª « ®

H
« ´ ³ «

H:
�

­ ¨ ± ª ­ ¶ É

� + I
µ · µ ´ Ô ¨ ² ³ µ » ¨ · µ ´ ² ¨

h� z + z; zi = h� z; zi + hz; zi � (� + 1) kzk2 :

�

´ ³ § ¨ « ³ § ¨ ª § ± ´ ¸ É ­ ¨ ³

y0 2 H
É ± · ³ § ¨ ¯ « ª ®

a(f; g ) + hf; g i = h� f; g i + hf; g i
µ · · ¶ ® ® ¨ ³ ª µ ² ± ´ ¸ ² « ¨ ª ² µ » ¨ É ³ § ¨ ´ É ¬ ¶ » µ ª ³ ¼ ¨ « ¯ � ± ° º � µ ­ Ä ª ± ® ¦ § ¨ « ª ¨ ® É ³ § ¨ ª ¨

µ · ± ´ ¨ ­ ¨ ® ¨ ´ ³

f 2 H
· ¼ ² § ³ § ± ³

a(f; g ) + hf; g i = hy0; gi
É ¯ « ª ± ­ ­

g 2 H:

¦ § µ · µ ® © ­ µ ¨ · ³ § ± ³

�( H ) = H
¾ ¦ § ¼ · É ¯ « ª ¨ » ¨ ª ¶

y0 2 H
É ³ § ¨ ª ¨ µ · ± ¼ ´ µ Ò ¼ ¨

z 2 H
· ¼ ² § ³ § ± ³

�( z) = � y0 É Ó § µ ² § ² « ® © ­ ¨ ³ ¨ · ³ § ¨ © ª « « ¯ « ¯

�

­ ± µ ® Å ¾

�
	 � �

� �

½ · · ¼ ® ¨ ³ § ± ³

B; D k � 0
É ³ § ¨ ´

B � 0;

eB 2 = B; eD 2
k = Dk :

� ¨ ¸ ¨ ¹ ´ ¨ ¯ « ª

" > 0;
� " + eB 2 + "I;

� "
k + eD 2

k + "I;
± ´ ¸

B" + (� " ; � "
1; ::; � "

m ) = ( eB 2 + "I ; eD 2
1 + "I; ::; eD 2

m + "I ):
½ ² ² « ª ¸ µ ´ Ä ³ «

�

­ ± µ ® Å É ³ § ¨ ª ¨ µ ·

~' 0;" 2 H
· ¼ ² § ³ § ± ³ ³ § ¨ ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´

y"
« ¯

�

Å �

Ó µ ³ §

y" (0) = y0 · ± ³ µ · ¹ ¨ ·

y" (T) = 0;
Ó § ¨ ª ¨

B(
�

)
§ ± · ¬ ¨ ¨ ´ ª ¨ © ­ ± ² ¨ ¸ ¬ ¶

B" ( e' (t); e' (t1); ::; e' (tk)::; e' (tm )) 2 K m :

ß à Ê ¦ Ù ß É Î Ï Ï Í á « ¾ Å â É © ¾ Å

Ý



� ¨ « ¬ ³ ± µ ´ ¯ ª « ®

�

Å Å � ± ´ ¸

�

« ª « ­ ­ ± ª ¶ Å

�h y(0); e' " (0)i =
Z T

0
h� "

" e' (t); e' " (t)i dt +
k= mX

k=1

h� "
k e' " (tk); e' " (tk)i ; �

Å Á �

± ´ ¸

�

Í � Ä µ » ¨ ·

�h y(0); e' " (0)i � C

( Z T

0
heB 2' " (t); ' " (t)i dt +

k= mX

k=1

heD 2
k ' " (tm� (k� 1)); ' " (tm� (k� 1))i

) 1=2

:

�

Å â �

� § ¨ ´ ² ¨ É

�h y(0); e' " (0)i � C

( Z T

0
h� " ' " (t); ' " (t)i dt +

k= mX

k=1

h� "
k ' " (tm� (k� 1)); ' " (tm� (k� 1))i

) 1=2

:

�

Î Ï �

Ñ ³ ¯ « ­ ­ « Ó · ± ³ « ´ ² ¨ ¯ ª « ®

�

Å Á � É

�

Å â � ± ´ ¸

�

Î Ï � ³ § ± ³

"
�

RT
0 k' " (t)k

2 dt +
k= mP

k=1
k' " (tk)k2

�

+
RT

0 heB' " (t); eB' " (t)i dt +
k= mP

k=1
heDk ' " (tm� (k� 1)); eDk ' " (tm� (k� 1))i

=
RT

0 (� " ' " (t); ' " (t))dt +
k= mP

k=1
h� "

k ' " (tm� (k� 1)); ' " (tm� (k� 1))) � C2:

�

Î Å �

�
	 � �

� �

½ ² ² « ª ¸ µ ´ Ä ³ « ³ § ¨ ¨ · ³ µ ® ± ³ ¨

�

Î Ï � ³ § ¨ ¯ ± ® µ ­ ¶

b" = B" ( e' " (t); e' " (t1):::; e' " (tm )

= ( eB 2
" e' (t); eD 2

1 e' " (t1):::; eDm e' " (tm )) + "( e' " (t); e' " (t1):::; e' " (tm ))

µ · ² « ´ ³ ± µ ´ ¨ ¸ µ ´ ± ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ · ¼ ¬ · ¨ ³

Km :
¦ § ¼ · É ¬ « ³ § « ¯ ³ § ¨ ¯ ± ® µ ­ µ ¨ ·

p
"( e' " (t); e' " (t1):::; e' " (tm ))

± ´ ¸

(B e' " (t); D1 e' " (t1):::; Dm e' " (tm ))

± ª ¨ ¬ « ¼ ´ ¸ ¨ ¸ µ ´

Km
� ¦ § ¨ ª ¨ ¯ « ª ¨ É Ó ¨ ® ± ¶ ¨ ° ³ ª ± ² ³ ± · ¼ ¬ ¯ ± ® µ ­ ¶ É · ± ¶

(B e' " (t); D1 e' " (t1):::; Dm e' " (tm )) *
�

;
Ó ¨ ± × ­ ¶ µ ´

Km :
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¦ § ¨ ´ ² ­ ¨ ± ª ­ ¶

( eB 2 e' " (t); eD 2
1 e' " (t1):::; eD 2

m e' " (tm ))+ "( e' " (t); e' " (t1):::; e' " (tm )) * B
�

;
Ó ¨ ± × ­ ¶ µ ´

Km :

� 	 � � �

�

¦ ± × µ ´ Ä ³ § ¨ ­ µ ® µ ³ ± ·

" ! 0
É Ó ¨ · ¨ ¨ ³ § ± ³ ³ § ¨ · « ­ ¼ ³ µ « ´

y
« ¯

�

Å � Ó µ ³ §

µ ´ µ ³ µ ± ­ ² « ´ ¸ µ ³ µ « ´

y(0) = y0 É � ¬ ¨ µ ´ Ä ± · µ ´ � 	 � �

�

· ± ³ µ · ¹ ¨ ·

y(T) = 0
¾ ¦ § µ ·

² « ® © ­ ¨ ³ ¨ · ³ § ¨ © ª « « ¯ « ¯ ¦ § ¨ « ª ¨ ® Å ¾

�
½ · ± ´ µ ® ® ¨ ¸ µ ± ³ ¨ ± © © ­ µ ² ± ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ¯ « ª ¨ Ä « µ ´ Ä ¦ § ¨ « ª ¨ ® Ó ¨ Ä µ » ¨ ³ § ¨ ¯ « ­ º

­ « Ó µ ´ Ä ¨ ° ± ® © ­ ¨ ¾

� � � � � � � �

�

´ ¨ ¸ µ ® ¨ ´ · µ « ´ ± ­ µ ® © ¼ ­ · µ » ¨ Ü ² § ª � ¸ µ ´ Ä ¨ ª ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´ �

� ¨ ² « ´ · µ ¸ ¨ ª ³ § ¨ © ª « ¬ ­ ¨ ®

@y(t; x )
@t

+ i
@2y
@x2

(t; x ) = � ! 0 u (t; x ) ; t 2 (0; T) n f tkgk2 � m
1

; x 2 
 = (0 ; 2� );

y(t; 0) = y(t; 2� ) = 0 ; �

Î Î �

y (0; x) = y0;

� y (tk ; x) = i� ky (tk ; x) + � ! k vk(x); k 2 � m
1 ;

Ó § ¨ ª ¨

tk+1 � tk > 2�; ! k = ( ak
1; ak

2) � 
 ; k 2 � m
0 ; f � kgk2 � m

1
� R+ :

� ¨ ³

H = L2(
 ; C); Aw(x) = i @2w
@x2 (x); D(A) =

n
w 2 H; @2w

@x2 2 H; w(0) = w(� ) = 0
o

;

± ´ ¸

I kw(x) = i� kw(x)
± ´ ¸ ³ § ¨ ² « ´ ³ ª « ­ « © ¨ ª ± ³ « ª µ · Ä µ » ¨ ´ ¬ ¶

B = � ! 0 ; Dk =
� ! k

É ³ § ¨ ´ ³ § ¨ · ¶ · ³ ¨ ®

�

Î Î � ¬ ¨ ² « ® ¨ · ± ´ ± ¬ · ³ ª ± ² ³ ¯ « ª ® ¼ ­ ± ³ µ « ´ « ¯

�

Å � ¾ ½ · ±

² « ´ · ¨ Ò ¼ ¨ ´ ² ¨ « ¯ ¦ § ¨ « ª ¨ ® Å É ³ § ¨ µ ´ µ ³ µ ± ­ · ³ ± ³ ¨

y0 2 L2(
 ; C) = H
« ¯ ³ § ¨

· « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯

�

Î Î � µ · ´ ¼ ­ ­ º ² « ´ ³ ª « ­ ­ ± ¬ ­ ¨ ± ³

t = T;
µ ¯ ± ´ ¸ « ´ ­ ¶ µ ¯ É ³ § ¨ ª ¨ µ ·

C > 0
· ¼ ² § ³ § ± ³

�
�
�
�

Z



y0(x) e' 0(x)dx

�
�
�
� �

Î

Ý

�

� C

( Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt +
mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x)

) 1
2

; 8e' 0 2 L2(
 ; C);
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Ó § ¨ ª ¨

e' 0(x) = ' (T; x)
± ´ ¸

'
µ · ³ § ¨ ® µ ­ ¸ · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯

@'(t; x )
@t

+ i
@2' (t; x )

@x2
= 0; t 2 (0; T) n f tkgk2 � m

1
; x 2 
 ;

' (t; 0) = ' (t; 2� ) = 0 ;

' (0; x) = ' 0(x); x 2 
 ;

� ' (tk ; x) = i� k ' (tk ; x) ; x 2 
 ; k 2 � m
1 :

¿ ¨ ª ¨

'
µ · Ä µ » ¨ ´ ¬ ¶

' (t) =

8
<

:

' [0](t) ;
µ ¯

t 2 [t0; t1)
' [k](t) ;

µ ¯

t 2
�
tk ; tk+1)

�

' [m](t) ;
µ ¯

t 2 [tm ; T] ;

Ó § ¨ ª ¨

' [k](t)
µ · ± · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ² ­ ± · · µ ² ± ­ Ü ² § ª � ¸ µ ´ Ä ¨ ª ¨ Ò ¼ ± ³ µ « ´

@'[k] (t; x )
@t

+ i
@2' [k]

@x2
(t; x ) = � ! 0 u (t; x ) ; t 2 (t0; t1) ; x 2 
 = (0 ; 2� );

' [k](t; 0) = ' [k](t; 2� ) = 0 ;

' [0] (t0; x) = ' 0(x); x 2 
 ;

± ´ ¸

@'[k] (t; x )
@t

+ i
@2' [k]

@x2
(t; x ) = � ! 0 u (t; x ) ; t 2 (tk ; tk+1 ) ;

°

2 
 = (0 ; 2� );

' [k](t; 0) = ' [k](t; 2� ) = 0 ;

' [k] (tk ; x) = (1 + i� k)' [k� 1] (tk ; x) ; x 2 
 ; k 2 � m
1 :

¦ § ¨ ´ ± · ³ ± ´ ¸ ± ª ¸ ± © © ­ µ ² ± ³ µ « ´ « ¯ ± » ± ª µ ± ´ ³ « ¯ Ñ ´ Ä § ± ® � · Ñ ´ ¨ Ò ¼ ± ­ µ ³ ¶ À Á Â · § « Ó ·

³ § ± ³

Z tk +1

tk

Z

w0

�
� ' [k]

�
� (t; x )dtdx � c(� k ; w0)

Z




�
� ' [k]

�
� (t+

k ; x)dx;

¯ « ª · « ® ¨ © « · µ ³ µ » ¨ ² « ´ · ³ ± ´ ³ ·

c(� k ; w0) > 0
¾ Ü ¼ ® ® µ ´ Ä ¼ © Ó ¨ Ä ¨ ³

mX

k=0

Z tk +1

tk

Z

w0

�
� ' [k]

�
� (t; x )dtdx =

Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt

� c1

mX

k=1

Z




�
� ' [k]

�
� (t+

k ; x)dx;
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Ó § ¨ ª ¨

c1 = min
k2 � m

0

c(� k ; w0) > 0:

�

´ ³ § ¨ « ³ § ¨ ª § ± ´ ¸ É ³ § ¨ ª ¨ µ · ± © « · µ ³ µ » ¨ ² « ´ · ³ ± ´ ³

c2 > 0
· ¼ ² § ³ § ± ³

mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x) � c2

mX

k=1

Z




�
� ' [k]

�
�2

(t+
k ; x)dx:

Ñ ³ ¯ « ­ ­ « Ó · ³ § ± ³

Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt

+
mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x)

� (c1 + c2)
mX

k=1

Z




�
� ' [k]

�
�2

(t+
k ; x)dx

� (c1 + c2)
Z




�
� ' [m]

�
�2

(t+
m ; x)dx

= ( c1 + c2)
Z



j' j2 (T; x)dx:

á « Ó É · µ ´ ² ¨

e' 0(x) = e' (0; x) = ' (T; x);
³ § ¨ ´ É

Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt +
mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x) � m(c1 + c2)
Z




�
� e' 0

�
�2

(x)dx;

¯ ª « ® Ó § µ ² § Ó ¨ Ä ¨ ³

Z




�
� e' 0

�
�2

(x)dx �
1

m(c1 + c2)

 Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt +
mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x)

!

:

� ¨ ² « ´ ² ­ ¼ ¸ ¨ ¬ ¶

�

± ¼ ² § ¶ º Ü ² § Ó ± ª � µ ´ ¨ Ò ¼ ± ­ µ ³ ¶ ³ § ± ³

�
�
�
�

Z



y0(x) e' 0(x)dx

�
�
�
� �

� Z




�
�y0

�
�2

(x)dx
Z




�
� e' 0

�
�2

(x)dx
� 1=2

�

( R

 jy0j2 (x)dx
m(c1 + c2)

) 1=2 � Z T

0

Z

! 0

j' j2 (t; x )dxdt

+
mX

k=1

Z

! k

j' j2 (tm� (k� 1); x)dx

! 1=2

;
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Ó § µ ² § ¨ · ³ ± ¬ ­ µ · § ¨ · ³ § ¨ ´ ¨ ² ¨ · · ± ª ¶ ± ´ ¸ · ¼ Õ ² µ ¨ ´ ³ ² « ´ ¸ µ ³ µ « ´ « ¯ ´ ¼ ­ ­ ² « ´ ³ ª « ­ ­ ± ¬ µ ­ µ ³ ¶

· ³ ± ³ ¨ ¸ µ ´ ¦ § ¨ « ª ¨ ® Å ¾

� ¨ ² « ´ ² ­ ¼ ¸ ¨ « ¼ ª © ± © ¨ ª ¬ ¶ ± · © ¨ ² µ ± ­ ² ± · ¨ Ó § ¨ ´ « ¼ ª µ ´ µ ³ µ ± ­ · ³ ± ³ ¨ µ · ± ´

¨ µ Ä ¨ ´ · « ­ ¼ ³ µ « ´ « ¯ ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä ­ µ ´ ¨ ± ª « © ¨ ª ± ³ « ª

� : H ! H
¸ ¨ ¹ ´ ¨ ¸ ¬ ¶

�(  ) =
Z T

0
X � 1(s)B 2X (s) ds +

k= mX

k=1

X � 1(tk)D 2
kX (tk) :

� ¨ § ± » ¨ ³ § ¨ ¯ « ­ ­ « Ó µ ´ Ä ª ¨ · ¼ ­ ³ « ¯ ´ ¼ ­ ­ º ² « ´ ³ ª « ­ ­ ± ¬ µ ­ µ ³ ¶ ¾

� � 
 � 
 � � 	 � 
 �

� �

� �

� > 0
� � � � � �

�

� � 	 � 
 � � �

�

�
� � � � � �

�

� � 	 � � � �

�

 2 H:
�

� � �

�

� � � � � 
 � � � � �

y
� � � � � �

�

� � 
 � �

8
><

>:

y
0
(t) + Ay(t) = � 1

� B 2(X (t) ); t 2 (0; T)
/

f tkgk2 � m
1

;

� y(tk) = I ky(tk) � 1
� D 2

k(X (tk) ); k 2 � m
1

y(0) =  ;

�

Î Þ �

� � � � �

�

� �

y(T) = 0 :

�

�

� �

�

�

� ª µ ³ ¨ · ¶ · ³ ¨ ®

�

Î Þ � µ ´ ³ « ³ § ¨ ¯ « ª ®

8
><

>:

y
0
(t) + Ay(t) = � 1

� B 2(X (t) ); t 2 (0; T)
/

f tkgk2 � m
1

;

y(t+
k ) = I ky(tk) � 1

� D 2
k(X (tk) ); k 2 � m

1
y(0) =  :

¦ § ¨ ª ¨ ¯ « ª ¨ É ³ § µ · µ ® © ¼ ­ · µ » ¨ © ª « ¬ ­ ¨ ® § ± · ± · « ­ ¼ ³ µ « ´ Ó § µ ² § ² ± ´ ¬ ¨ ª ¨ © ª ¨ · ¨ ´ ³ ¨ ¸

¨ ° © ­ µ ² µ ³ ­ ¶ ± · ¯ « ­ ­ « Ó ·

y(t) = X (t) +
Z t

0
G(t; s)

�
�

1
�

B 2(X (s) 
�

ds+
X

0<t k � t

G(t; t k)
�
�

1
�

D 2
kX (tk) 

�
;

Ó § ¨ ª ¨ ³ § ¨ ¨ » « ­ ¼ ³ µ « ´ « © ¨ ª ± ³ « ª

G(t; s)
µ · Ä µ » ¨ ´ ¬ ¶

G(t; s) = X (t)X � 1(s):
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�

´ ³ § ¨ « ³ § ¨ ª § ± ´ ¸ É ³ § ¨ · ¶ · ³ ¨ ®

�

Î Þ � ¶ µ ¨ ­ ¸ ·

y(T) = X (T) +
Z T

0
G(T; s)

�
�

1
�

B 2(X (s) 
�

ds

+
X

0<t k � T

G(T; tk)
�

�
1
�

D 2
kX (tk) 

�

= X (T)
�
 +

Z T

0
X � 1(T)G(T; s)

�
�

1
�

B 2(X (s) 
�

ds

�
1
�

X

0<t k � T

X � 1(T)G(T; tk)
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