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zu G und schreiben (V ∗, E∗) =: G∗, wenn Bijektionen

F →V ∗

f �→ v∗(f)
E →E∗

e �→ e∗
V →F ∗

v �→ f∗(v)

existieren mit den folgenden Eigenschaften:

(i) v∗(f) ∈ f für alle f ∈ F ;
(ii) |e∗ ∩G| = |̊e∗ ∩ e̊| = |e∩G∗| = 1 für alle e ∈ E;

. . .und der Punkt aus
e̊∗ ∩ e̊ liegt bei beiden
Kanten im Inneren eines
geraden Teilstücks(iii) v ∈ f∗(v) für alle v ∈ V .

Aus der Existenz der genannten Bijektionen mit (i)–(iii) folgt, daß G und
G∗ zusammenhängend sind (Übung). Umgekehrt existiert zu jedem zu-
sammenhängenden ebenen Multigraphen G ein topologisches Dual G∗:
wählen wir aus jedem Gebiet f von G einen Punkt v∗(f) als Ecke von G∗,
so lassen sich die neuen Ecken wirklich stets durch kreuzungsfreie Poly-
gonzüge verbinden, wie es die Bedingung (ii) verlangt, und es existiert
dann auch eine (iii) erfüllende Bijektion V →F ∗ (Übung).

Sind G∗
1 und G∗

2 zwei Duale von G, so gilt offenbar G∗
1 � G∗

2; man
kann sogar zeigen, daß die natürliche Bijektion v∗1(f) �→ v∗2(f) ein topo-
logischer Isomorphismus zwischen G∗

1 und G∗
2 ist. Wir dürfen in diesem

Sinne also von dem Dual G∗ von G sprechen.
Schließlich ist G seinerseits dual zu (jedem) G∗: verwenden wir

die Umkehrabbildungen der drei Bijektionen aus der Definition von G∗,
setzen also v∗(f∗(v)) := v und f∗(v∗(f)) := f für f∗(v) ∈ F ∗ und
v∗(f) ∈ V ∗, so werden die Bedingungen (i) und (iii) für G∗ gerade zu
(iii) und (i) für G, und sind somit erfüllt; die Bedingung (ii) ist ohnehin
symmetrisch in G und G∗. Die Bezeichnung “dual” ist damit auch formal
gerechtfertigt.

Dualität bei ebenen Multigraphen ist nicht zuletzt deshalb so inter-
essant, weil sie eine Beziehung herstellt zwischen jeweils ganz natürlichen
aber verschiedenartigen Kantenmengen. Die Kantenmengen der Kreise
in G (einschließlich Schlingen und Doppelkanten) entsprechen nämlich
gerade den minimalen Schnitten in G∗:

Proposition 3.6.1. Ist G ein zusammenhängender ebener Multigraph,
so ist eine Kantenmenge E ⊆ E(G) genau dann die Kantenmenge eines
Kreises in G, wenn E∗ := { e∗ | e ∈ E } ein minimaler Schnitt in G∗ ist.

Beweis. Nach Bedingungen (i) und (ii) in der Definition von G∗ liegen
zwei Ecken v∗(f1) und v∗(f2) von G∗ genau dann in der gleichen Kom-
ponente von G∗−E∗, wenn f1 und f2 im gleichen Gebiet von R

2
�

⋃
E

liegen: jeder v∗(f1)–v∗(f2) -Weg in G∗−E∗ ist ein Polygonzug zwischen
f1 und f2 in R

2
�

⋃
E, und umgekehrt definiert jeder solche Polygon-

zug P (mit P ∩V (G) = ∅) einen Kantenzug in G∗−E∗ zwischen v∗(f1)
und v∗(f2).
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Abb. 6.2.4. Der Graph G1 � G: eine erste Näherung an den
gesuchten Minor H
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6.5 Szemerédis Regularitätslemma 175

Lemma 6.5.2. Es sei (A, B) ein ε-reguläres Paar der Dichte d, und
Y ⊆ B enthalte mindestens |Y | � ε |B| Ecken. Dann haben alle bis auf
weniger als ε |A| der Ecken in A jeweils mindestens (d− ε)|Y | Nachbarn
in Y .

Beweis. Es sei X ⊆ A die Menge der Ecken mit weniger als (d− ε)|Y |
Nachbarn in Y . Dann gilt ‖X, Y ‖ < |X|(d− ε)|Y |, und somit

d(X, Y ) =
‖X, Y ‖
|X| |Y | < d− ε = d(A, B)− ε .

Da (A, B) ε-regulär ist und |Y | � ε |B|, folgt |X| < ε |A|. �

Eine Eckenpartition von G wie im Regularitätslemma veranschauli-
chen wir uns wiederum durch einen Graphen R. Die Ecken von R seien
die Partitionsmengen V1, . . . , Vk, und zu gegebenem d ∈ (0, 1 ] seien zwei
dieser Ecken benachbart, wenn sie ein ε-reguläres Paar der Dichte � d
bilden. Ist m := |V1| = . . . = |Vk|, so nennen wir R einen Regularitäts-
graphen von G mit Parametern ε, m und d. Ersetzen wir zu gegebenem
s ∈ N jede Ecke Vi von R durch eine Menge V s

i von s Ecken, und die
Kanten ViVj von R durch vollständig bipartite Graphen zwischen den
entsprechenden Mengen V s

i und V s
j , so bezeichnen wir den erhaltenen

Graphen mit Rs. (Für R = Kr ist also Rs = Kr
s .)

Das folgende Lemma liefert den Schlüssel zu einer ganzen Reihe von
Anwendungen des Regularitätslemmas. Es besagt, daß wir Teilgraphen
von Rs auch in G finden können, sofern ε hinreichend klein und die Vi

hinreichend groß sind. Die benötigten Werte von ε und m hängen sogar
nur von (d und) dem Maximalgraph jener Teilgraphen ab: Maximalgrad

Lemma 6.5.3. Zu allen d ∈ (0, 1 ] und ∆ � 1 gibt es ein ε0 > 0 mit
der folgenden Eigenschaft. Ist G irgendein Graph und H ein Graph
mit ∆(H) � ∆, und ist s ∈ N und R ein Regularitätsgraph von G mit
Parametern ε � ε0, m � s/ε0 und d, so gilt

H ⊆ Rs ⇒ H ⊆ G .

Beweis. Zu gegebenem d und ∆ wählen wir ε0 < d so klein, daß

∆ + 1
(d− ε0)∆

ε0 � 1 (1)

gilt; das ist möglich, da (∆+1)ε/(d− ε)∆ →0 für ε→0. Sind nun G, H,
s und R gegeben, und ist {V0, V1, . . . , Vk } die Eckenpartition von G, aus
der R hervorging, so haben wir damit ein ε � ε0, V (R) = {V1, . . . , Vk },
und |V1| = . . . = |Vk| = m � s/ε0. Wir dürfen annehmen, daß H selbst
ein Teilgraph von Rs ist (nicht nur isomorph dazu), sagen wir mit Ecken


